 Приближённые методы решения уравнений.  
Рассмотрим задачу нахождения нулей функции f(x), т.е. корней уравнения f(x)=0. Предположим, что интересующий нас корень  изолирован, т.е., что найден содержащий его промежуток [a, b], в котором других корней нет.
Если на концах отрезка  [a, b] функция f(x) имеет значения f(а) и f(b) разных знаков, то по 1 теореме Больцано - Коши, деля на части аk, bk, содержащее корень, и определяя знак функции f в точках деления, можно произвольно сужать этот промежуток и таким образом осуществлять приближённое вычисление корня. Однако этот приём, не смотря на его принципиальную простоту, на практике часто оказывается непригодным, так как требует слишком большого количества вычислений.
Рассмотрим основные приёмы приближённого вычисления изолированного корня уравнения f(x)=0. При этом будем использовать основные понятия и методы дифференцированного исчисления.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
(1) функция f в промежутке [a, b] непрерывна вместе со своими производными  f (x) и f (х);
(2) значения f(а) и f(b) функции на концах промежутка имеют разные знаки f(а)f(b)0;
(3) обе производные f'(x) и f(х) сохраняют каждая определённый знак на всём промежутке [a, b].
Тогда уравнение f(x)=0 на этом промежутке имеет единственный корень.
Следствия: Из непрерывности функции f и условия (2) следует, что между а и b содержится корень  уравнения f(x)=0. Так как производная f (x) сохраняет знак, то f в промежутке [a, b]возрастает или убывает и, следовательно, обращается в 0 лишь однажды, корень  изолирован.
Условие (3) геометрически означает, что кривая y=f(x) не только идёт в одном направлении, но к тому же строго выпукла или вогнута, смотря по знаку f (х). На чертеже изобразим 4 возможных случая, соответствующих различным комбинациям знаков f (x) и f(х). 
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Метод хорд.

 	Если промежуток [a, b] достаточно мал, то с приближением можно считать, что при изменении х в его пределах - приращение функции f(x) пропорционально приращению аргумента. Обозначая через  корень функции, имеем, в частности, , откуда, с учётом того, что f()=0, 

=a-.
Таким образом, за приближённое значение корня принимается число

   (1).
Это выражение можно представить и в такой форме:

  (2).
Изложенное правило получения приближённого значения корня называется правилом пропорциональных частей. Оно допускает простое геометрическое истолкование. Заменим дугу М1М2 хордой М1М2. Уравнение хорды может
	                                           M1                      
                                                                     
                                                                      
    D       A
  a                                       b          x 
 M2 
  
	быть записано в виде:

.
Правило по существу сводится  к тому, что вместо точки пересечения с осью Ox дуги М1М2 мы находим точку пересечения с осью Oх её хорды.


Действительно, полагая в уравнении хорды y=0 для абсциссы х1 точки D, мы получаем именно выражение (1). В связи с этим правило пропорциональных частей называют методом хорд.
Рассмотрим вопрос о положении точки х1 по отношению к корню . Ясно, что точка х1 лежит между а и b, но с какой стороны от  ? 
В случаях I и IV А левее D, а в случаях II и III - А правее D. Ограничимся случаями I и IV, применим снова выведенное правило, на этот раз к промежутку [x1, b], заменяя в (1) а на х1, получим новое приближённое значение корня :

,
содержащееся, между х1 и . Этот процесс можно продолжать неограниченно и построить последовательность возрастающих приближённых значений:
a<x1<x2<…<xn<…<.
При этом любые два последовательных значения хn и хn+1 связаны формулой: 

    (3) .
Таким образом, применив достаточное число раз указанное выше правило, можно вычислить корень  с любой степенью точности.

Правило Ньютона (метод касательных).
	Пусть f удовлетворяет тем же условиям:
(1) f(x) непрерывна в [a, b] вместе со своими производными f', f”;
(2) f(a) и f(b) имеют разные знаки;
(3) обе производные f' и f" сохраняют каждая определённый знак во всём [a, b].
Кроме того, искомый корень f(x)=0 изолирован в [a, b]: a<<b. Отправляясь от какого-нибудь из концов этого промежутка, например, от b, запишем формулу Тейлора с дополнительным членом в форме Лагранжа:

.


Отбрасывая дополнительный член, приближённо положим: f(b)+f'(b)(-b)=0, откуда . Таким образом, мы приходим к приближённому значению корня  :   (2).
Получение этого значения можно наглядно использовать геометрически.
	                                                  M2                      
                                                                      
                                                                    
                                                                      
        a                                b                 x
      
          M1                   T2       T1                            
                                                        
	Рассмотрим касательную к кривой y=f(x) в точке М2 с абсциссой b. Её уравнение имеет вид: y-f(b)=f'(b)(x-b). Полагая здесь у=0, найдём абсциссу точки Т1 пересечения касательной с осью Оx, она в точности совпадает с точкой х1, найденной выше. Значит, суть дела в приближённой замене дуги


кривой М1М2 - касательной к ней в одном из её концов.
	Это правило, называемое именем Ньютона, называется также методом касательных.

	Аналогично, если исходить из точки а, и касательную к кривой провести в точку М1(с абсциссой а), то взамен (2), получим приближённое значение . Относительно вычисленного по этой формуле значения можно установить, как и выше: если значение f"(x) имеет одинаковый знак с f '(x), то x1   лежит между а и . Таким образом, для каждого из четырёх возможных случаев понятно, с какого конца гарантирована успешность приближения к корню по правилу Ньютона. Повторное применение его в случаях I и IV дает последовательность убывающих значений: 
b>x1>x2>…>xn>xn+1>…> ,
а в случаях II и III - последовательность возрастающих значений: 
a<x1<x2<…<xn<xn+1<…< .
Причём вычисление последующего значения по предыдущему  всегда производится по формуле:

  (3).

Комбинированный метод.
  	Этот метод состоит в одновременном использовании как метода касательных, так и метода хорд. Для определённости предположим, что мы имеем дело со случаем I. 


 y                                                                      Приближенные значения x1 и x1'                   
                                                                         вычислим по формулам:





О a                        b                     x           тогда по доказанному:. При следующем же шаге мы заменяем в этих формулах a и b на x1 и x1':


; .

Этот процесс можно продолжать; имея два приближённых значения xn и xn', между которыми содержится корень , мы переходим к следующей паре приближенных значений по формулам:


 .
Таким образом, при комбинированном методе мы получаем одновременно с недостатком и с избытком приближённые значения корня, которые стремятся к точному с разных сторон. 
Метод итераций.
Рассмотрим вначале сущность итерационного метода. В отличие от прямых или точных методов, итерационные дают возможность получить решение лишь приближенно, путем повторения некоторой совокупности операций, позволяющей по исходному приближенному значению решения определить его уточненное значение. Выполнение этой совокупности операций составляет одну итерацию. Многократное повторение итераций позволяет получать все более точное решение при условии, что итерационный процесс сходится к искомому решению.


	Если данное уравнение f(x)=0 приведено к виду x=(x), где '(х)r1 всюду на отрезке [a, b], на котором оно имеет единственный корень, то исходя из некоторого начального значения х0, принадлежащего отрезку [a, b], можно построить такую последовательность: х1=(х0), х2=(х1),…, хn=(xn-1),… . Пределом этой последовательности является единственный корень уравнения f(x)=0 на отрезке [a, b].Погрешность приближенного значения xm корня  определяется неравенством: .
Замечание 1. Уравнение y=f(x) можно записать иначе. Одним из самых распространенных представлений является представление в виде: x=x+cf(x), где с - произвольная постоянная. 

Замечание 2. Для нахождения приближенного значения корня с погрешностью, не превышающей , достаточно определить m так, чтобы выполнялось неравенство . 

image2.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

a

f

b

f

a

f

a

b

-

-


oleObject2.bin

image3.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

1

a

f

b

f

a

f

a

b

a

x

-

-

-

=


oleObject3.bin

image4.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

1

a

f

b

f

b

f

a

b

b

x

-

-

-

=


oleObject4.bin

image5.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

a

x

a

b

a

f

b

f

a

f

y

-

-

-

=

-


oleObject5.bin

image6.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

2

1

x

f

b

f

x

f

x

b

x

x

-

-

-

=


oleObject6.bin

image7.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

1

n

n

n

n

n

x

f

b

f

x

f

x

b

x

x

-

-

-

=

+


oleObject7.bin

image8.wmf
)

1

(

)

(

,

)

(

)

(

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

0

2

b

c

b

c

f

b

b

f

b

f

f

<

<

-

×

¢

¢

+

-

×

¢

+

=

=

x

x

x

x


oleObject8.bin

image9.wmf
)

(

'

)

(

b

f

b

f

b

-

=

x


oleObject9.bin

image10.wmf
)

(

'

)

(

1

b

f

b

f

b

x

-

=


oleObject10.bin

image11.wmf
)

(

'

)

(

1

a

f

a

f

a

x

-

=


oleObject11.bin

image12.wmf
)

(

'

)

(

1

n

n

n

n

x

f

x

f

x

x

-

=

+


oleObject12.bin

image13.wmf
=

1

x


oleObject13.bin

image14.wmf
,

)

(

)

(

)

(

)

(

a

f

b

f

a

f

a

b

a

-

-

-


oleObject14.bin

image15.wmf
,

)

(

'

)

(

1

b

f

b

f

b

x

-

=


oleObject15.bin

image16.wmf
<

<

1

x

a


oleObject16.bin

image17.wmf
b

x

<

<

'

1

x


oleObject17.bin

image18.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

1

'

1

1

1

'

1

1

2

x

f

x

f

x

f

x

x

x

x

-

-

-

=


oleObject18.bin

image19.wmf
)

(

)

(

'

1

'

'

1

'

1

'

2

x

f

x

f

x

x

-

=


oleObject19.bin

image20.wmf
x


oleObject20.bin

image21.wmf
;

)

(

)

(

)

(

)

(

'

'

1

n

n

n

n

n

n

n

x

f

x

f

x

f

x

x

x

x

-

-

-

=

+


oleObject21.bin

image22.wmf
)

(

)

(

'

'

'

'

'

1

n

n

n

n

x

f

x

f

x

x

-

=

+


oleObject22.bin

image23.wmf
x


oleObject23.bin

image24.wmf
1

1

-

-

-

<

-

m

m

m

x

x

r

r

x

x


oleObject24.bin

image25.wmf
e

r

r

x

x

m

-

<

-

1


oleObject25.bin

image1.wmf
a

b

a

a

f

b

f

a

f

f

-

-

=

-

-

x

x

)

(

)

(

)

(

)

(


oleObject1.bin

