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Интерполирование функций при помощи сплайнов.
Пусть, при изучении функциональной зависимости y=f(x) проведены ряд измерений величин x и y и в результате получили таблицу значений;
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Если аналитическое выражение функции f(x) неизвестно или весьма сложно, то возникает практически важная задача: найти эмпирическую формулу вида 
[image: image1.wmf])
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,значения которой при x=xi возможно мало отличалось бы от опытных данных yi 
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. Одним из решений такой задачи является построение интерполяционной формулы или интерполяционнго многочлена.
Пусть для некоторой функции f(x), определённой на [a, b] вычислены (m+1) её значений в точках x0, x1,…, xm: f(x0), f(x1), f(xm) и требуется по этим значениям вычислить значение f(x) при некотором новом значении x. В этом состоит простейшая задача интерполирования. Обычно задачу понимают так: ищется многочлен L(x)  наинизшей  степени,  который  в  заданных  точках xi (k=0,1,…, m), называемых узлами интерполирования, принимает те же значения f(xi), что и функция f(x), и приближённо полагают для любого x из [a,b] f(x)(L(x).
Подобное приближённое равенство называется интерполяционной формулой. Итак, прежде всего нужно найти интерполяционную формулу, а затем при определённых предположениях относительно функции f(x) - оценить погрешность приближённой формулы.
В основе нового метода, получившего название сплайновой интерполяции, лежит поня​тие сплайна (spline — от англ. «планка») или ломаной линии, звеньями которой служат отрезки кривых, заданных многочленами.

I. Линейные сплайны. Пусть на отрезке [а,b] задана функция аналитически [в виде y=f(x)], таблично или графически. Для замены этой функции сплайном разобьем отрезок [a,b] на n частей и составим таблицу
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Здесь x0 =a, xn=b, a yk - значения функции f(х) при x = xk (k = 0, 1, 2, ..., n). Если функция задана таблично, то значения xk, выбираем из таб​лицы; при этом чем больше n, тем лучше аппроксимация. На каждом из эле​ментарных отрезков [xk, xk+1] заменим функцию y =f(x) отрезком прямой:
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Таким образом, кривая на отрезке [a,b] заменяется ломаной, а функция y=f(x) аппроксимируется простейшим линейным сплайном S(x).

II. Кусочно-кубические сплайны. При рассмотрении изгиба упругого стержня, уравнение упругого равновесия которого имеет вид φIV(x)=0, изогнутость стержня приходится представлять кривой третьего порядка.

В этом случае часто применяют кусочно-кубические сплайн-функции, когда функция f(x) интерполируется на каждом элементарном отрезке кубическим многочленом.

На отрезке [a,b] оси Ox зададим равномерную сетку с шагом h=(b-a)/n; в узлах x = xk (k = 0, 1, 2, ..., n) заданы значения  yk функции y=f(x), определенной на отрезке [a,b].

Внутри каждого элементарного отрезка [xk-1, xk] заменим функцию f(x) функцией φ(x), удовлетворяющей следующим условиям:

1) φ(x) непрерывна на [a,b] вместе со своими производными первого и второго порядка.

2) φ(x) на каждом отрезке [xk-1, xk] является кубическим многочленом:
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 (k = 0, 1, 2, ..., n)    
                (2)

3) в узлах сетки {xk} выполняется равенство φ(xk)=yk  (k = 0, 1, 2, ..., n). 

4) φ׳׳(x) удовлетворяет граничным условиям φ׳׳(a)=φ׳׳(b)=0.

Можно показать, что задача нахождения кусочно-кубической сплайн-функции φ(x) имеет единственное решение. Так как вторая производная φ″(x) непрерывна и линейна на каждом отрезке   [xk-1, xk], то для 
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можно записать 
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где тк=у"(хк). Проинтегрировав дважды обе части равенства (3), получим 
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где Ак и Вк - произвольные постоянные  интегрирования. Они   находятся  из условий φ(xk)=yk. Подставляя   в равенство (4) x = xk-1 и  x = xk, получим 
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Таким образом, на отрезке [xk-1,  xk] имеем
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Для определения коэффициентов mk и mk-1 воспользуемся условием непрерывности φ׳(x) в точках x1, x2, . . ., xn-1:
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Выражение (6) получается в результате сравнения односторонних пределов первой производной
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 а именно:
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Дополняя эти условия равенствами φ(xk)=yk и φ″(x0)=φ″(xn)=0, по​лучим систему уравнений для определения тк и mk+1 , где тк=у"(хк)..
Пример. Кривая зависимости скорости v роспуска отцепа на сортировочной горке от длины l отцепа  приведена  на рис. 1. Записать аналитически уравнение этой кривой, применив интерпо​ляцию линейным сплайном.
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Рис. 1.

Решение: Разобьем отрезок [15, 250] на две неравные части  ω1 [15, 75] и ω2 [75, 250] и заменим кривую линейным сплайном. Составим таблицу:
	t
	15
	75
	250

	v
	4.2
	4.0
	2.7


Воспользовавшись формулой (1), получим
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Итак,              
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