Дорофеев В. А.
Элементы теории графов. Пути и циклы.
По аналогии с картой дорог, мы можем рассматривать различные типы маршрутов для графа. При этом актуальными могут оказаться вопросы типа: имеется ли маршрут, начинающийся и заканчивающийся в одном и том же городе (точке), который проходит через заданное множество городов (точек) без прохождения дважды по одному и тому же пути? Как и прежде нам потребуется введение некоторых определений.
Определение.
1. 






Последовательностью ребер длины n графа Г называется последовательность ребер  (необязательно все ребра должны быть различны) таких, что и  - смежные ребра для всех i=l;2;...;n-1. Последовательность ребер определяет последовательность вершин (опять, не обязательно все должны быть различными) , где . При этом  - начальная вершина;  - конечная вершина.
1. 
Путь - это последовательность ребер, в которой все ребра различные. Если, к тому же, все вершины различны (за исключением, может быть ), то путь называется простым.
1. 
Последовательность ребер называется замкнутой, если . Замкнутый простой путь, содержащий, по крайней мере, одно ребро, называется циклом.
Последовательность ребер графа - это такая последовательность, которую можно прочертить карандашом без его отрыва от бумаги. При этом допускается повторное прохождение ребер, многократное прохождение по петлям и т. д. Когда мы говорим о пути, то наши возможности резко сужаются. Не разрешается проходить по одному и тому же ребру более одного раза. Если к тому же мы не проходим через одну и ту же вершину более одного раза (что исключает возможность прохождения по петле), то путь будет называться простым. Последовательность ребер или путь будет замкнутым, если мы начинаем и заканчиваем движения в одном и том же месте.

Пример.       
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Пусть граф Г задан диаграммой представленной на рис.1. Примеры последовательности ребер графа Г:
1. 
;
1. 
;
1. 
;
1. 
;
1. 
.



Последовательность (1) - это замкнутая последовательность ребер, которая начинается и заканчивается в вершине . Она определяет такую последовательность вершин . Эта последовательность ребер не является путем, так как ребро  проходит дважды.


Последовательность (2) так же замкнутая, однако не ясно начинается (заканчивается) ли она с вершины  или .




Последовательность вершин может быть либо , либо . Неопределенность также присутствует в последовательности ребер вида  где  - не петля. Опять данная последовательность - не путь.


Последовательность (3) - цикл. Она начинается и заканчивается на вершине  и ни одно из ребер или вершин (за исключением самой вершины ) не повторяется.


Последовательность (4) - простой путь из  в .



Последовательность (5) путь с начальной вершиной  и конечной вершиной . Это непростой путь, потому что вершина  повторяется дважды.




ТЕОРЕМА. Пусть Г - граф с множеством вершин {} и матрицей сложности А. Элемент (i,j) матрицы  указывает на число последовательности ребер длины n связывающих вершины  и .
Связность.
Интуитивно понятно, что отдельные графы могут состоять из разрозненных блоков, в то время как другие оказываются локализованными в единый комплекс. Мы можем воспользоваться понятием пути, чтобы сформулировать данные обстоятельства более точно.
Определение. Граф называется связным, если для любой пары различных вершин существует соединяющий их путь.



Произвольный граф естественно разбивается на некоторое число связных подграфов, которые называются компонентами связности. Компоненты могут быть определены формально, как максимально связанные подграфы. Это означает, что  - компонента Г, если  - связанный подграф Г и , не являются точным подграфом любого другого связного подграфа Г.




Второе обстоятельство представляет собой суть максимального терма; то есть если  - связный подграф такой, что , то , то есть, нет связанного подграфа Г, который больше, чем . Декомпозиция графа на компоненты может быть очень полезной.
Как правило, бывает проще провести доказательства тех или иных положений для связных графов, поэтому свойства произвольных графов могут быть обобщены на основании свойств его компонент.
Альтернативный способ определения компонент графа Г может быть сформирован на основе введения отношения R на графе Г:
v R w, если и только если v и w могут быть связаны путем графа Г.





Понятно, что отношение R - это отношение эквивалентности, и отношение R разбивает множество вершин  на классы эквивалентности  и мы можем образовать подграфы Г, с множеством вершин  и такими ребрами, которые являются ребрами графа Г и соединяют пары вершин множества . Такой подграф  будет компонентом связности графа Г.
Эйлеров путь.
Первая работа, которую принято связывать с зарождением теории графов, появилась в 1736 году, и в ней была рассмотрена так называемая проблема Кенигсбергских мостов. Через город Кенигсберг, ныне российский Калининград, протекает река, омывая своими водами два острова, которые связаны системой мостов. Вопрос заключался в том, существует ли такой маршрут прогулки, который позволяет пройтись по каждому мосту ровно один раз и вернуться в исходную точку.

Рис. 2
Эйлер впервые сопоставил географической карте граф, представленный на рис.2. Каждый берег представлен точкой графа. При этом ребра графа соответствуют мостам. В терминологии теории графов вопрос сводится к тому, существует или нет замкнутый путь, который включает в себя все ребра графа.
Определение. Путь Эйлера графа Г - это такой замкнутый путь, который включает в себя все ребра графа Г. Граф называется эйлеровым, если он имеет, по крайней мере, один путь Эйлера.
Напомним, что для пути ни одно из ребер не должно проходить более, чем один раз. Таким образом, путь Эйлера включает в себя каждое ребро, причем ровно один раз, при этом, конечно, вершины графа могут быть включенными более, чем один раз. Для связного графа Г необходимое условие для того, чтобы граф имел путь Эйлера, является достаточно очевидным: каждая вершина графа должна иметь четную валентность. Для того, чтобы в этом убедиться, предположим, что граф Г является связанным и имеет путь Эйлера. Так как граф Г связанный последовательностью вершин Эйлера содержит все вершины графа. Откуда бы ни начинался путь, вершина должна иметь валентность кратную двум (одно ребро для входа и другое для выхода), поэтому, чтобы каждое ребро проходило ровно один раз, каждая вершина должна иметь четную валентность. Эйлер также доказал, что для связного графа необходимое условие существования пути Эйлера является также и достаточным.
ТЕОРЕМА (Эйлера). Связный граф Г является эйлеровым графом, если только каждая вершина имеет четную валентность.
Пример.
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	Рис. 3(а)
	Рис 3(б)






Полный граф  является (n-1) валентным, то есть каждая вершина имеет валентность (n-1). Так как  - связный граф, то он будет эйлеровым графом если и только если "n" - нечетное. Граф  имеет очевидные пути Эйлера. Граф  (см. рис. 3.) имеет 264 пути Эйлера.
Циклы Гамильтона.
Путь Эйлера ставит вопрос о прохождении каждого ребра графа (только один раз) и возвращении в исходную точку. Аналогичная проблема связана с вопросом: можно ли посетить каждую вершину ровно один раз без прохождения какого-либо из ребер более одного раза и с возвращением в исходную точку. Эта проблема была рассмотрена Гамильтоном.
Определение. Гамильтонов цикл для графа Г - это цикл (то есть простой замкнутый путь), который проходит через все вершины. Граф Г называется гамильтоновым графом, если он имеет гамильтонов цикл.
Пример.
На рисунке 4 показаны гамильтоновы циклы для двух графов.
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	Рис. 4(а)
	Рис. 4(б)




Граф (а) - это полный двудольный граф . Граф (б) называется додекахедральным графом.


ТЕОРЕМА. Если граф Г - связный простой граф с числом вершин n   (n3) и если для каждой вершины её валентность , то такой граф является гамильтоновым.

Условие  не является необходимым условием, поэтому граф может быть Гамильтоновым и в случае не выполнения теоремы, например, для додекахедрального графа рис.4(б). У графа 15 вершин, каждая вершина имеет валентность 3, но данный граф является гамильтоновым.

1

oleObject2.bin

oleObject47.bin

image48.wmf
n

K


oleObject48.bin

image49.wmf
n

K


oleObject49.bin

image50.wmf
3

K


oleObject50.bin

image51.wmf
5

K


oleObject51.bin

image52.wmf
3

,

3

K


image3.wmf
1

+

i

e


oleObject52.bin

image53.wmf
³


oleObject53.bin

image54.wmf
n

v

2

1

)

(

³

s


oleObject54.bin

image55.wmf
n

v

2

1

)

(

³

s


oleObject55.bin

oleObject3.bin

image4.wmf
n

n

v

v

v

v

v

,

,...,

,

,

1

2

1

0

-


oleObject4.bin

image5.wmf
}

,

{

)

(

1

i

i

i

v

v

e

-

=

d


oleObject5.bin

image6.wmf
0

v


oleObject6.bin

image7.wmf
n

v


oleObject7.bin

image8.wmf
n

v

v

=

0


oleObject8.bin

image9.wmf
n

v

v

=

0


oleObject9.bin

image10.wmf
·


oleObject10.bin

image11.wmf
3

5

4

3

1

,

,

,

,

e

e

e

e

e


oleObject11.bin

image12.wmf
3

3

,

e

e


oleObject12.bin

image13.wmf
4

3

2

,

,

e

e

e


oleObject13.bin

image14.wmf
3

4

,

e

e


oleObject14.bin

image15.wmf
2

5

4

,

,

e

e

e


oleObject15.bin

image16.wmf
1

v


oleObject16.bin

image17.wmf
1

3

2

3

1

1

,

,

,

,

,

v

v

v

v

v

v


oleObject17.bin

image18.wmf
3

e


oleObject18.bin

image19.wmf
1

v


oleObject19.bin

image20.wmf
3

v


oleObject20.bin

image21.wmf
1

3

1

,

,

v

v

v


oleObject21.bin

image22.wmf
3

1

3

,

,

v

v

v


oleObject22.bin

image23.wmf
i

i

i

i

e

e

e

e

,...,

,

,


oleObject23.bin

image24.wmf
i

e


oleObject24.bin

image25.wmf
2

v


oleObject25.bin

image26.wmf
2

v


oleObject26.bin

image27.wmf
2

v


oleObject27.bin

image28.wmf
1

v


oleObject28.bin

image29.wmf
2

v


oleObject29.bin

image30.wmf
1

v


oleObject30.bin

image31.wmf
2

v


oleObject31.bin

image32.wmf
t

v

v

v

,...,

,

2

1


image1.wmf
n

e

e

e

,...,

,

2

1


oleObject32.bin

image33.wmf
n

A


oleObject33.bin

image34.wmf
i

v


oleObject34.bin

image35.wmf
j

v


oleObject35.bin

image36.wmf
1

Г


oleObject36.bin

image37.wmf
1

Г


oleObject1.bin

oleObject37.bin

image38.wmf
1

Г


oleObject38.bin

image39.wmf
å


oleObject39.bin

image40.wmf
å

£

1

Г


oleObject40.bin

image41.wmf
1

Г

=

å


oleObject41.bin

image42.wmf
1

Г


image2.wmf
i

e


oleObject42.bin

image43.wmf
}

{

i

v


oleObject43.bin

image44.wmf
p

V

V

V

,...,

,

2

1


oleObject44.bin

image45.wmf
i

V


oleObject45.bin

image46.wmf
i

V


oleObject46.bin

image47.wmf
i

Г


