Дорофеев В. А.
Различные способы обработки опытных данных.

Пусть, при  изучении функциональной зависимости y=f(x) проведены ряд измерений величин x и y и в результате получена таблицу значений:

	x
	x1
	x2
	…
	xn

	y
	y1
	y2
	…
	yn



Если аналитическое выражение функции f(x) неизвестно или весьма сложно, то возникает практически важная задача: найти эмпирическую формулу 
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,значения которой при x=xi возможно мало отличалось бы от опытных данных yi 
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. В такой постановке задача весьма неопределённа, поэтому обычно, по ряду соображений, указывается достаточно узкий класс функций К (например, множество функций линейных, показательных и так далее), которому должна принадлежать искомая функция 
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 и дело, таким образом, сводится к нахождению лишь наилучших значений параметров. Во многих случаях класс К определяется требованием простоты эмпирической формулы; иногда этот класс подсказывается самой природой явления.


Геометрически задача построения эмпирической формулы состоит в проведении кривой Г вида 
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 из некоторого класса К  "возможно  ближе примыкающей" к системе точек  Mi(xi,yi), i=1,2,…,n. Разумеется, при этом должен быть выяснен точный математический смысл понятия близости кривой Г и конфигурации точек М.

 Можно заметить, что задача построения эмпирической формулы отлична  от задачи интерполирования. Как правило, исходный материал весьма обширен и ищется сравнительно простая аналитическая зависимость между данными переменными x, y. Эта зависимость обычно не сводится к интерполяционным формулам (которые дают значения, совпадающие в заданных точках с заданными значениями), так как график эмпирической функции 
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 вообще говоря, не проходит точно через соответствующую систему точек Mi(xi,yi) 
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. Кроме того, сами исходные эмпирические данные xi и yi, как правило, являются приближёнными и содержат ошибки. Поэтому интерполяционная формула, повторяющая эти ошибки, не говоря даже об её сложности, не является идеальным решением поставленной задачи. Возможно простая эмпирическая формула, сглаживающая местные неправильности, лучше отобразит действительность.


Построение эмпирической формулы слагается из двух этапов:

1) выяснение общего вида этой формулы,

2) определение лучших её параметров.

Если неизвестен характер зависимости между данными величинами x и y, то вид эмпирической формулы является произвольным. Предпочтение отдаётся простым формулам, обладающим хорошей точностью. Если отсутствуют сведения о промежуточных данных, то обычно предполагается, что эмпирическая функция аналитическая, без точек разрыва, и график её - плавная кривая.

При известном навыке по положению точек, определяющих некоторую гладкую кривую, можно примерно угадать общий вид зависимости путём установления сходства между построенным графиком и образцами известных кривых (отдельные неправильности при этом  игнорируются).


Во многих  случаях можно ограничиться многочленом 
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. Нередко употребляются другие элементарные функции (дробно-линейная, степенная, показательная, логарифмическая т.п.). Имеются приёмы, облегчающие выбор вида эмпирической формулы. Что касается определения наилучших значений параметров, входящих в эмпирическую формулу, то эта задача более лёгкая, и решается определёнными методами.


При  построении эмпирической формулы можно предполагать, что исходные данные (xi,yi)  
[image: image8.wmf])
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 положительны.

Действительно, если бы, например, все xi<0 (или все yi<0), то достаточно  рассмотреть  таблицу значений (-xi,yi) или соответственно (xi,-yi). Аналогично при xi<0, yi<0 достаточно построить эмпирическую формулу для таблицы (-xi, yi).

Пусть теперь имеем общий случай, когда знаки xi и yi  переменные. Так как таблица значений  (xi,yi) конечна, то всегда можно подобрать положительные числа m и n  такие, что (i=m+xi>0 и  (i=n+yi>0. Отсюда получаем, что решение поставленной задачи сводится к нахождению эмпирической формулы для системы положительных значений ((i,(i).
Рассмотрим простейшие способы обработки опытных данных.

I. Графический способ. 

Пусть данные опыта представлены таблицей. Через точки, определяемые этой таблицей или близкие к ним, проводим график и по виду графика подбираем вид эмпирической формулы. Простейшим случаем считается тот, для которого данные опыта приводят к точкам, располагающимся приблизительно на прямой 
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 или на кривых, уравнения которых 
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преобразуются заменой переменных к линейной функции. Решая эту задачу графическим способом, наносим точки на координатную сетку (с равномерной или логарифмической шкалой) и проводим прямую приблизительно через эти точки так, чтобы она лежала возможно ближе к каждой из нанесенных точек, а затем берем две произвольные точки на этой прямой (возможно дальше одна от другой) и подставляем их координаты в соотношение 
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. Из полученных таким образом двух уравнений найдем 
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II. Способ средних.

Он основывается на допущении, что наиболее подходящей линией служит та, для которой алгебраическая сумма уклонений равна нулю. Для того чтобы найти этим способом неизвестные постоянные в эмпирической формуле, сначала подставим в эту формулу все пары наблюдавшихся или замеренных значений 
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 и получаем столько уклонений, сколько пар значений 
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 в таблице (уклонения – вертикальные расстояния от данных точек до графика функции). Затем распределяем эти уклонения по группам, составляя столько групп, сколько неизвестных параметров эмпирической формулы надо найти. Наконец, приравнивая к нулю сумму уклонений по каждой группе, получим систему линейных уравнений относительно параметров.

Рассмотрим на примере применение способа средних.

Пример 1. Найти формулу вида 
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, отвечающую таблице

	t
	273
	283
	288
	293
	313
	333
	353
	373

	S
	29,4
	33,3
	35,2
	37,2
	45,8
	55,2
	65,6
	77,3


Здесь уклонения имеют вид 
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, взятые из таблицы, и приравнивая уклонения нулю, получим систему уравнений относительно параметров 
[image: image22.wmf]A

 и 
[image: image23.wmf]a

, решение которой затруднительно. Без большой потери в точности можно приравнять нулю сумму уравнений логарифма 
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Тогда уравнения выразятся формулами
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Приравняв нулю сумму уклонений по этим двум группам, получим систему уравнений для определения параметров 
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 и 
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Решение этой системы 
[image: image37.wmf]096

,

3

=

a

, 
[image: image38.wmf]9345

,

7

lg

=

A

; отсюда 
[image: image39.wmf]7

10

5

,

8

-

×

=

A

. Таким образом, 
[image: image40.wmf]096

,

3

7

10

6

,

8

t

S

-

×

=

.


III. Подбор параметров способом наименьших квадратов.

Этот метод является одним из самых распространенных и наиболее точных способов обработки опытных данных

1. На практике часто приходится решать такую задачу. Пусть для двух функционально связанных величин 
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 и 
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 известны 
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 пар соответствующих значений 
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. Требуется в наперед заданной формуле 
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 определить 
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 параметров 
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 так, чтобы в эту формулу наилучшим образом «укладывались» бы известные 
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 пар значений 
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. Считается (исходя из принципов теории вероятности), что наилучшими являются те значения 
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(т.е. сумму квадратов отклонений значений 
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, вычисленных по формуле, от заданных), поэтому сам способ и получил название способа наименьших квадратов.

Это условие дает систему 
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 уравнений, из которых определяются 
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На практике заданную формулу 
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 иногда приходится (в ущерб строгости полученного решения) преобразовывать к такому виду, чтобы систему (1) было проще решать. ниже  будет рассмотрен подбор параметров в формулах видов 
[image: image60.wmf]cx

Ae

y

=

 и 
[image: image61.wmf]q

Ax

y

=

.

Рассмотрим частные случаи различных видов аппроксимирующих многочленов
а) 
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В этом случае система (1) принимает следующий вид:
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(2)

Эта система 
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[image: image68.wmf]1

+

m

 неизвестными всегда имеет единственное решение, так как ее определитель отличен от нуля.

Для определения коэффициентов системы (2) удобно составить вспомогательную таблицу вида
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В последней строке записывают суммы элементов каждого столбца, которые и являются коэффициентами системы (2).

Систему (2) обычно решают методом Гаусса или другими методами решения систем уравнений.

б) 
[image: image106.wmf]cx

Ae

y

=

, где 
[image: image107.wmf]-

c

A

,

постоянные величины, 
[image: image108.wmf]-

x

переменная.

Для упрощения системы (1) это выражение, связывающее переменные 
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. Система (1) примет в этом случае следующий вид:
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Вспомогательная таблица имеет вид
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Из системы (3) определяют 
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Эту формулу также предварительно логарифмируют и заменяют следующей: 
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(4)

Соответствующим образом изменяется и вспомогательная таблица.

2. Часто возникает необходимость замены наилучшим образом некоторой заданной функции 
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(5).

3. нормальная система определения коэффициентов для метода наименьших квадратов.
Пусть известен вид эмпирической формулы
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Согласно методу наименьших квадратов наилучшими коэффициентами a1, a2,…,am считаются те, для которых сумма квадратов отклонений


[image: image151.wmf]å

=

-

=

n

i

i

m

i

m

y

a

a

a

x

f

a

a

a

S

1

2

2

1

2

1

)

)

,...,

,

;

(

~

(

)

,...,

,

(

   (7),

будет минимальной. Отсюда, используя необходимые условия экстремума функции нескольких переменных, получаем так называемую нормальную систему для определения коэффициентов ai  
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Если система (8) имеет единственное решение, то оно будет искомым.


Система (8) упрощается, если эмпирическая функция 
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Введя сокращённые обозначения
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 систему (9) можно записать в виде нормальной системы
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В частном случае, если эмпирическая формула представляет многочлен (для удобства обозначений изменим нумерацию коэффициентов ai)

Y=a0+a1x+…+amxm, то 
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Следовательно, нормальная система (10) будет иметь вид:
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Рассмотрим на примерах применение метода наименьших квадратов.

Пример 2. Способом наименьших квадратов подобрать для заданных значений 
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 и 
[image: image168.wmf]y

 квадратичную функцию 
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Составим таблицу:
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Отсюда имеем систему уравнений:
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Решая эту систему, получим 
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Пример 3. Способом наименьших квадратов подобрать степенную функцию 
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Составим таблицу:
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Таким образом получаем систему уравнений:
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Отсюда 
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Пример 4. Используя метод наименьших квадратов, вывести эмпирическую формулу для табличной функции Q=f(x), Q-количество вещества в процентах, оставшегося в системе через t минут от начала химической реакции.

	t
	7
	12
	17
	22
	27
	32
	37

	Q
	83,7
	72,9
	63,2
	54,7
	47,5
	41,4
	36,3


Пусть y=ax2+bx+c. Для вычисления коэффициентов нормальной системы введем таблицу.
	t0
	t1
	t2
	t3
	t4
	Q
	tQ
	t2Q

	1
	7
	49
	343
	2401
	83,7
	585,9
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	32
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	1
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	50653
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	36,3
	1343,1
	49694,7

	7
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	120736
	3795092
	399,7
	7688,9
	186054,3


Тогда имеем следующую систему нормальных уравнений:
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Решив эту систему, получим: 
[image: image197.wmf];
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Следовательно, искомая эмпирическая формула запишется так:
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Следующая таблица показывает согласованность полученной эмпирической формулы с опытными данными:
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В заключении данного раздела обратим внимание на некоторые замечания, относительно применения метода наименьших квадратов.

Метод  наименьших квадратов обладает тем преимуществом, что если сумма  S квадратов отклонений (i мала, то сами эти отклонения также малы по абсолютной величине.


Недостатком метода наименьших квадратов является гро​мозд​кость вычислений. Поэтому к нему прибегают обычно при обработке  наблюдений высокой точности, когда нужно получить также весьма точные значения параметров. в этом случае промежуточные вычисления нужно проводить с надлежащим количеством десятичных знаков, так как в про​тивном случае при неблагоприятных условиях искомые коэффициенты будут иметь мало верных знаков. Но грубые значения этих коэффициентов могут быть получены значительно проще, т.е. применение метода не будет оправдано.
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