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Вводные замечания
Практическое построение любой теории содержит в себе следующие компоненты:
1. Неопределяемые термины;
2. Аксиомы;
3. Определения;
4. Теоремы;
5. Доказательства.
Относительно пунктов 3, 4. 5 у каждого из нас уже есть определенные представления, поэтому остановимся кратко на пунктах 1 и 2.
Вводя новые понятия или определения, мы с неизбежностью прибегаем к другим понятиям, которые, в конечном счете, мы не определяем, а принимаем в качестве интуитивно очевидной основы (неопределяемые термины). В самом деле, вспомним какое-нибудь определение, например, "целые числа - то есть такие числа, которые..."; далее "числа - это математические символы ..."; далее "символы - это специализированные знаки..."; далее "знаки - это обозначения...". Понятно, что либо мы в конечном счете должны будем циклически замкнуть одни понятия на другие (знаки - это символы, а  в свою очередь символы - это знаки), либо продолжать до бесконечности сведение одних понятий к другим. В связи с этим в любой теории зримо или скрытно присутствуют неопределяемые термины, смысловое содержание которых считается интуитивно очевидным и которые (неопределяемые термины) служат основой при введении новых понятий и определений.
Аналогичная картина наблюдается в процессе доказательств. Чтобы показать некоторое положение, мы должны на что-то сослаться, взять нечто в качестве основы, которая не доказывается, а по договоренности принимается на веру. Такая основа и есть суть аксиом. Однако при этом все последующее уже должно выводиться из аксиом. Следует отметить, что построение аксиоматики теории - дело тонкое, способное приводить к неожиданными и неочевидными результатам и последствиям.
Например, аксиоматика Евклида содержит в своей основе аксиому: "параллельные прямые не имеют общих точек". Или, более точно, ключевой аксиомой геометрии Евклида является: "Через точку, не лежащую на прямой, проходит только одна прямая, лежащая с данной прямой в одной плоскости и не пересекающая ее". Геометрия Лобачевского по своей аксиоматике отличается от геометрии Евклида лишь этой аксиомой о параллельных. В геометрии Лобачевского допускается существование, по крайней мере, двух таких прямых, а затем доказывается, что таких прямых бесконечно много. В геометрии Римана утверждается аксиоматически, что две прямые, лежащие в одной плоскости, пересекаются. Результаты и следствия отмеченных геометрий на первый взгляд могут показаться необычными, неправдоподобными и даже бесполезными. Например, в геометрии Лобачевского сумма внутренних углов треугольника меньше двух прямых углов; в геометрии Римана сумма внутренних углов треугольника больше двух прямых углов, в то время как в геометрии Евклида эта сумма равна двум прямым углам .
Вместе с тем более глубокое проникновение в тайны строения и организации ПРИРОДЫ позволило получить важные практические результаты, основанные на принципах неевклидовых геометрий. В частности, одним из очень важных приложений геометрии Римана является теория относительности Эйнштейна, в которой пространственно-временное многообразие рассматривается как псевдориманово пространство четырех измерений.
Методы доказательств
Итак, формальная математика базируется на аксиоматическом методе. Началом служат неопределяемые термины и аксиомы, далее, на основании логических правил и заключений появляются теоремы. Рассмотрим основные особенности доказательств и выделим некоторые из методов доказательств.
Пусть нам задана система аксиом А1, А2, ..., Аn . Теорема представляет собой утверждение относительно термов системы, которое является логической импликацией конъюнкции аксиом системы. Таким образом, мы можем формально определить теорему рассматриваемой системы аксиом, как высказывание Т для которого выполняется:



(А1  А2  ...  Аn) ├ T.
Что представляет собой доказательство? Доказательство есть построение обоснованной аргументации, следствием которой является теорема. Посылками могут быть аксиомы или другие, ранее доказанные теоремы Т1, Т2, ... , Тn , то есть:







(А1  А2  ...  Аn  Т1  Т2  ... Тn) ├ T.
Рассмотрим некоторые методы доказательств.
Непосредственное доказательство условных высказываний
Многие математические догадки и предположения могут быть представлены в виде условных высказываний:

PQ. (1)
При этом доказательство сводится к установлению логической импликации:








(А1  А2  ...  Аn  Т1  Т2  ... Тm) ├ (PQ). (2)
что логически эквивалентно доказательству того факта, что высказывание









(А1  А2  ...  Аn  Т1  Т2  ... Тm)  (PQ). (3)
является тавтологией.
В силу логической эквивалентности высказываний:




R (PQ) и (RP)Q. (4)
доказательство тавтологии высказывания (3) может быть сведено к доказательству тавтологии высказывания:









(А1  А2  ...  Аn  Т1  Т2  ... Тm  P) Q. (5)
или к доказательству факта логической импликации:








(А1  А2  ...  Аn  Т1  Т2  ... Тm  P) ├ Q. (6)

Таким образом, для непосредственного доказательства теоремы вида 
P  Q, мы предполагаем истинность аксиом и ранее доказанных теорем и истинность высказывания Р и далее показываем, что из всего этого с неизбежностью вытекает истинность Q (суть 6).
Пример. Докажите, что для каждого целого n , если n четное, то n2 тоже четное.
Доказательство: так как n четное, то его можно представить в виде: n=2m, где m - целое число.
Поэтому, n2 = (2m)2 = 4 m2 = 2 (2 m2) , где (2m2) - целое число, т.е. n2 четное.
Доказательство условных высказываний с помощью контрапозиции


Напомним, что контрапозиция  логически эквивалентна высказыванию условия РQ. Поэтому, если мы установим истинность контрапозиции, то мы тем самым докажем истинность условного высказывания.
Пример. На основе контрапозиции докажите, что для любого целого числа, если n2 - четное, то n — четное.

Доказательство: Высказывание, которое следует доказать: P(n)  Q(n)
(Р(n) : "n2 - четное число", Q(n) : "n - четное число").

Контрапозиция будет: ΊQ(n)  ΊР(n) (если n - нечетное число, то n2 - нечетное число).
Пусть n - нечетное число, тогда n = 2m + 1, где m - целое число, далее, n2 = (2m+1)2 = 4m2 + 4m + 1 = 2 (2m2 + 2m) +1, где (2m2 + 2m) - целое число, следовательно, n2 - нечетное число.
Доказательство с помощью противоречия (от противного)









С помощью таблицы истинности можно установить логическую эквивалентность высказываний Р и f , где f - противоречие, которое всегда принимает значение ложь. Другими словами, пусть  и , то есть Р и  - два взаимно исключающих высказывания одно из которых непременно должно иметь место. Нам надо доказать, что имеет место высказывание Р. Это можно сделать, доказав, что высказывание  не имеет места, то есть доказав, что принятие  приводит к противоречию f.


Пример. Докажите, что  иррациональное число (иррациональное число - это такое число, которое можно представить в дроби p/q , где q  0 и р и q целые числа. Соответственно, тональное число нельзя представить в виде дроби p/q).




Доказательство: Предположим, что  - рациональное число, то есть  = m/n , где m и n - целые числа и n0. Будем полагать, что m и n не имеют общих делителей (если таковые есть, то произведем них сокращение). Итак, = m/n, 2 =m2/n2 , 2n2 = m2, таким образом m2 - четное число, то есть m = 2р, где р - некоторое число и m2 = 4р2, следовательно: 2n2 = 4р2, или 
n2= 2 р2, то есть n2 -  четное число.
Таким образом, мы показали, что m и n- четные числа, которые можно сократить на 2. Но мы в самом начале определили эти числа, не имеющие общих делителей.

Полученное противоречие доказывает истинность высказывания " - иррациональное число".
Доказательство контрпримером
Многие математические гипотезы имеют в своей основе форму: "Все объекты со свойством А обладают свойством В".
Или, используя квантор всеобщности и функцию условного высказывания:


x [ А(х)  В(х) ], где А(х) - "х имеет свойство А", В(х) - имеет свойство В". Если число возможных значений х является конечным, то в принципе доказательство может быть проведено методом переборов, то есть непосредственной проверкой выполнимости гипотезы для каждого объекта.
И в случае, если число объектов не является конечным, то такой возможности не существует даже в принципе. Однако для доказательства несостоятельности гипотезы достаточно привести хотя бы один пример (контрпример), для которого гипотеза не выполнима.
Пример. Докажите или опровергните высказывание: "для всех положительных целых чисел n, f(n) = n2 - n + 17 - простое число".
Доказательство: проверим истинность высказывания для некоторых чисел:
f(l) = 17, f(2) = 19, f(3) = 23, f(4) = 29, f(5) = 37.
Казалось бы все верно, однако нетрудно заметить, что при n = 17 высказывание принимает значение "ложь": f(17) = 172 - 17 + 17 = 17·17.
Метод математической индукции
Многие математические гипотезы связаны с рассмотрением свойств положительных целых чисел. Например, требуется найти и обосновать формулу для вычисления суммы первых n нечетных чисел.
Анализируя соответствующие суммы для n = 1, 2, 3, и т.д., мы можем предположить или правильно предсказать структуру искомой формулы. Однако как обосновать, доказать истинность этой формулы? В данном случае эффективным помощником может служить метод (принцип) математической индукции:
Пусть L(n) высказывание, содержащее положительное целое n.
Если L(l) - истина, и для каждого k > 1 истинность L(k) логически имплицирует истинность L(k+1), то L(n) истинно для всех положительных целых n.
Действительно, выполнение условий принципа индукции гарантирует проверку всей совокупности "n" и констатацию истинности значения L(n).
Пример. Докажите, что сумма первых n нечетных чисел равна n2.
Доказательство:
Необходимо доказать, что 1+3+5+7+.. .+(2n - 1) = n2.
При n = 1 высказывание истинно. Предполагая, истинность высказывания при n = k, докажем истинность высказывания для n = k + 1.
Действительно, если для n = k имеем: 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) = k2, то добавляя к обеим частям уравнения (2k+1) получим: 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) + (2k+1) = k2 + 2k + 1 = (k+1)2.
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