Дорофеев В. А.

Методы приближенного решения систем линейных уравнений.

В данной работе будут рассмотрены основные итерационные методы решения систем линейных уравнений, которые имеют практическое применение. 

Рассмотрим вначале сущность итерационного метода. В отличие от прямых или точных методов, итерационные дают возможность получить решение лишь приближенно, путем повторения некоторой совокупности операций, позволяющей по исходному приближенному значению решения определить его уточненное значение. Выполнение этой совокупности операций составляет одну итерацию. Многократное повторение итераций позволяет получать все более точное решение при условии, что итерационный процесс сходится к искомому решению.

Прежде чем рассматривать итерационные методы решения систем линейных уравнений, необходимо изучить применение этого метода на примере решения одного уравнения с одной переменной (причем не только линейного) в разделе "Методы решения уравнений с одной переменной". Ниже рассматривается его краткое описание.

Пусть имеется уравнение в стандартной форме f(x)=0. Если данное уравнение приведено к виду x=((x), где (('(х)((r(1 всюду на отрезке [a, b], на котором f(x)=0 имеет единственный корень, то исходя из некоторого начального значения х0, принадлежащего отрезку [a, b], можно построить такую последовательность: х1=((х0), х2=((х1),…, хn=((xn-1),… . Пределом полученной последовательности будет являться единственный корень уравнения f(x)=0 на отрезке [a, b].

Переход к изучению методов решения систем линейных уравнений в этом случае значительно облегчен, так как построение алгоритма нахождения корней аналогично выше изложенному, с той лишь разницей, что теперь рассматривается не одна уравнение, а целая система. Само собой разумеется, что при решении недостаточно знать только исходную систему уравнений. Необходимо задать некоторые вспомогательные величины и провести некоторую подготовительную работу. Рассмотрим эти вопросы более подробно.

Исходная линейная система уравнений имеет вид:


[image: image1.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

+

+

+

=

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

...

...

...

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

        
[image: image2.wmf](

)

.

решение

искомое

,

...

,

,

где

2

1

-

=

n

x

x

x

x

(*)

При решении этой системы необходимо:

I. Задать начальное приближенное решение 
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 (индекс в скобках указывает номер итерации), которое будет уточняться в процессе итераций. При этом надо учитывать, что, если метод сходится, то он сходится при любом начальном приближении. Обычно в качестве начального приближения, в зависимости от задачи, берутся либо вектор правых частей 
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 и тогда 
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, либо нулевой вектор и тогда 
[image: image6.wmf]0

...

,

0

,

0

)

0

(

)

0

(

2

)

0

(

1

=

=

=

n

x

x

x

.

II. Привести исходную систему (*) к виду, удобному для проведения итераций, то есть к виду
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где 
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 - произвольные линейные функции переменных 
[image: image9.wmf]n

x

x

x

...

,

2

1

, причем некоторые переменные могут отсутствовать в правых частях системы (**), но каждая переменная должна присутствовать в левой части соответствующего уравнения.

III. Указать совокупность действий, которые составляют одну итерацию (переход от 
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). Достаточно рассмотреть два алгоритма вычисления корней уравнений системы.

1. Метод простой итерации записывается в виде:
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2. Метод Зейделя (обобщение метода простой итерации) заключается в следующем: уже полученные значения переменных используются при вычислении остальных искомых переменных на этой итерации. То есть имеет место:


[image: image13.wmf](

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

]

[

1

1

]

1

[

1

1

]

[

]

1

[

2

]

1

[

3

23

]

[

1

21

2

22

]

[

2

]

1

[

1

]

1

[

2

12

1

11

]

[

1

...

1

...

1

...

1

k

n

nn

k

n

n

nn

k

n

k

n

n

k

k

k

k

n

n

k

k

x

a

x

a

b

a

x

x

a

x

a

x

a

b

a

x

x

a

x

a

b

a

x

.

Применяя каждый из методов, необходимо учитывать, что метод Зейделя сходится на порядок быстрее метода простой итерации.

IV. Выяснить условия сходимости итерационного процесса. При решении практических задач используется следующая теорема: Если матрица А исходной системы имеет диагональное преобладание, то методы простой итерации и Зейделя сходятся.

V. Указать условия окончания итерационного процесса. В этой роли обычно выступает оценка 
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, где ε - наперед заданная точность вычислений.
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