Дорофеев В.А.

Приближенные методы вычисления кратных интегралов.
1. Аналог формул прямоугольников.

а) Рассмотрим замкнутую область D, ограниченную линиями x=a, x=b, 
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 - непрерывные на отрезке [a,b] функции, причем 
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. Разделим область D на n частей линиями
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Далее разобьем отрезок [a,b] на m равных частей 
a=x0<x1<x2<…<xm-1<xm=b

 и через эти точки проведем прямые параллельные Оки Oy:
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(j=0, 1, 2, …, m).
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Двумя семействами линий (1) и (2) область D разделится на mn криволинейных четырехугольников с вершинами в точках 
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; i=0, 1, 2, …, m; j=0, 1, 2, …, n. При фиксированном  
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 длина вертикальной стороны четырехугольника не зависит от j и составляет 
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i=0, 1, 2, …, n.
Обозначим площадь криволинейного четырехугольника, изображенного на рисунке, через 
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. Эта площадь вычисляется по формуле
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Из равенства (3) следует, что значение 
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от j не зависит. Учитывая это, обозначим 
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[image: image18.wmf](

)

òò

D

dxdy

y

x

f

,

, где функция 
[image: image19.wmf](

)

y

x

f

,

 непрерывна в области D, заменим двумерной интегральной суммой, выбирая в качестве узлов точки 
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          где 
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Выбирая в качестве узлов последовательно точки 
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, получим соответственно еще три формулы для приближенного вычисления двойного интеграла:
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Формулы (4), (6), (7) и (8) являются аналогом формул прямоугольников приближенного вычисления определенного интеграла. Очевидно, что эти формулы тем точнее, чем больше числа m и n, т.е. чем меньше длина каждого из отрезков разбиения.

б) В частном случае, когда область D – прямоугольник, определяемый неравенствами 
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, площади 
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 элементарных площадок равны между собой и вычисляются по формуле 
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. Формулы (4), (6), (7) и (8) соответственно примут вид
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Формулы (9)-(12) можно назвать формулами параллелепипедов.

в) Если функция 
[image: image36.wmf](
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 монотонна по каждой из переменных x и y, то для двойного интеграла справедлива оценка 
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где M и 
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 - соответственно наибольшая и наименьшая из сумм


[image: image39.wmf]å

å

-

=

-

=

1

0

1

0

m

i

n

j

ij

z

, 
[image: image40.wmf]å

å

-

=

-

=

+

1

0

1

0

,

1

m

i

n

j

j

i

z

, 
[image: image41.wmf]å

å

-

=

-

=

+

1

0

1

0

1

,

m

i

n

j

j

i

z

, 
[image: image42.wmf]å

å

-

=

-

=

+

+

1

0

1

0

1

,

1

m

i

n

j

j

i

z

.

г) Пусть функция 
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 и ее частные производные 
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 непрерывны в области D – прямоугольнике 
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. Тогда оценка погрешности приближенных формул (9)-(12) определяется с помощью неравенства
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где 
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2. Аналог формулы касательных.
а) Рассмотрим двойной интеграл 
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. Пусть область D – прямоугольнике 
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, во всех точках которого выполнены условия
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где 
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. Эти условия обеспечивают выпуклость поверхности z=f(x,y) во всех точках области D (аналогично образом условия АС-В2>0, A>0, C>0 обеспечивают вогнутость этой поверхности).

Тогда для приближенного вычисления двойного интеграла справедлива формула 
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                   где 
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б) Разобьем область D прямыми x=xi (i=0, 1, 2, …, m) и y=yj (j=0, 1, 2, …, m) на mn равных прямоугольников. Вычисляя двойной интеграл по каждому элементарному прямоугольнику с помощью формулы (16) и суммируя полученные результаты, приходим к следующей формуле для приближенного вычисления двойного интеграла:
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                  где 
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Формула (17) дает приближенное значение двойного интеграла с избытком, если выполнены условия (15). Заметим, что формулой (17) можно пользоваться и в том случае, когда первое из условий (15) не выполнено. Однако в этом случае нельзя указать, найдено ли приближенное значение двойного интеграла с недостатком или с избытком.

3. Аналог формулы трапеций.

а) Рассмотрим двойной интеграл 
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, если область D - прямоугольник 
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. Тогда для приближенного вычисления двойного интеграла справедлива формула 
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Эта формула дает приближенное значение двойного интеграла с избытком, если выполнено условие (15).

Оценка погрешности формулы (18) определяется неравенством (19):
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б) Разобьем область D прямыми параллельными осям координат, на mn равных прямоугольников. Вычисляя двойной интеграл по каждому элементарному прямоугольнику с помощью формулы (18) и суммируя полученные результаты, приходим к следующей формуле для приближенного вычисления двойного интеграла:
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где 
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 - сумма значений функции в вершинных прямоугольника 
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 - сумма значений функции в узлах, лежащих на сторонах прямоугольника, не считая вершин; 
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 - сумма значений функции в узлах, лежащих внутри прямоугольника.

При выполнении условий (15) по аналогии с неравенством (19) получаем оценку (21):
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Для оценки погрешности приближенного равенства (20) также справедлива неравенство (14).

в) Если область D ограничена линиями x=a, x=b, 
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, то в качестве приближенного значения двойного интеграла 
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 можно рассматривать среднее арифметическое результатов приближенных вычислений двойного интеграла по формулам (4), (6), (7) и (8):
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где 
[image: image77.wmf]i

w

D

 (i=0, 1, 2, …, m-1) вычисляется по формуле (3), а значение zij – по формулам (5). Формулы (4), (6), (7), (8) и (22) целесообразно использовать в тех случаях, когда точное или приближенное вычисление площадей 
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4. Аналог формул Симпсона (парабол).

 а) Рассмотрим случай прямоугольной области D, заданной неравенствами 
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,

. Подберем коэффициенты многочлена третьей степени

P3(x,y)=a30x3+ a21x2y+a12xy2+ a03y3+ a20x2+ a11xy+ a02y2+ a10x+ a01y+ a00

так чтобы в специальным образом выбранных пяти точках (узлах) значения функции f(x,y) и многочлена P3(x,y) совпали. Тогда
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Если выбрать узлы так, как показано на рисунке, то формулу (23) можно записать соответственно в виде
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или
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Для прямоугольника 
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 формулы (24) и (25) соответственно примут вид
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Формулы (26) (27) тем точнее, чем меньше размеры прямоугольника; как следует из изложенного, они точны для многочленов третьей степени.

	                                                           y    
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б) Разбивая прямоугольник прямыми, параллельными осям координат, на 4mn равных прямоугольников, применяя к каждому такому прямоугольнику формулу (26) и суммируя полученные результаты, приходим к формуле
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(28)

                    где, S0=f(a,c)+f(a,d)+f(b,c)+а(b,d),
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Если в предыдущих рассуждениях использовать формулу (27), то
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где,  
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Формулы (25) - (28) дают точный результат, если подынтегральная функция является многочленом выше третьей степени от переменных x, y, т. е. 
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в)Пусть область D определена неравенствами 
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разобьем область D на четыре части. Обозначим 
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Применяя несколько раз малую формулу Симпсона, в результате получим следующее приближенное равенство:
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Заметим, что если 
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В частности, формула (31) справедлива, если область интегрирования D является прямоугольник 
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 со сторонами, параллельными осями координат. В этом случае имеем:
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Формула (30) дает точный результат, если подынтегральная функция является многочленом третьей степени относительно y при фиксированном x и результат вычисления внутреннего интеграла - многочленом не выше третьей степени по x. Формула (32) точна, если 
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 - многочлен третьей степени относительно x при фиксированном y (или относительно y при фиксированном x).

г) Если областью интегрирования D является круг с центром в начале координат и радиусом r, то для приближенного вычисления двойного интеграла целесообразно перейти к полярным координатам:
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Разделим прямоугольник в плоскости 
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 на четыре равные части. Вычислив значение подынтегральной функции в узлах и применив последовательно формулы (24) и (26), соответственно получим
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где, 
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 - площадь круга. Формулы (33) и (34) точны, если 
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 - многочлен не выше третьей степени относительно 
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Используя формулу (32), получим
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Эта формула точна, если функция 
[image: image118.wmf](

)

j

r

,

F

 является многочленом не выше третьей степени относительно 
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д) Если область интегрирования ограничена эллипсом 
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Формулы (24), (25) и (32) для такой области соответственно примут вид
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где 
[image: image129.wmf]ab
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 - площадь эллипса.
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