ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ.

§1. понятие последовательности. сходимость.

Определение 1. Бесконечное множество элементов, снабженных номе​рами и расположенных в порядке возрастания, номеров называется последова​тельностью.


Пример 1. последовательностью могут являться степенные функции: x, x2, x3, x4, ..., xn.


Пример 2. последовательностью могут являться тригонометрические функции: sin x, cos x, sin nx, cos nx.

В приведенных выше примерах рассмотрены последовательности функ​ций. Они называются функциональными последовательностями. Если  после​довательности состоят из чисел, то они называются числовыми последователь​ностями.

Последовательность можно задать, записав формулу для вычисления ее общего члена ( например, для последовательности x, x2, x3, x4, ..., xn общим чле​ном будет выражение an= xn, где n=1, 2, …, n.) Последовательность можно за​дать, записав формулу для вычисления ее общего члена xn . Последовательность с известной формулой для вычисления ее общего члена обозначается (an). Имея аналитическое выражение для an, можно найти любой член последовательно​сти.

Наряду с аналитическим заданием, возможно рекуррентное задание после​довательности, при котором ее n-ый член выражается через предыдущие члены. Например, 
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. В первом случае рассматрива​ется арифметическая прогрессия, во втором – геометрическая.

Последовательность можно рассматривать как функцию, определенную на множестве натуральных чисел. В таком случае необходимо определить по​нятия ограниченности, неограниченности, монотонности.

Определение 2. последовательность (an) называется ограниченной, если существует такое число М такое, что для всех 
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Определение 3. последовательность (an) называется строго возрастаю​щей, если для всех 
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Определение 4. последовательность (an) называется строго убывающей, если для всех 
[image: image7.wmf]Î

n

N имеет место неравенство 
[image: image8.wmf]1

+

>

n

n

a

a

.


Элементы или члены последовательности с различными номерами могут и не быть различными. Например, возьмём последовательность 1,0,1,0,… Её общий член можно записать так: 
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Определение 5. Число a называется пределом последовательности (an), если для любого числа 
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 существует такой номер N, что все an, у которых n>N, удовлетворяют неравенству 
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 . То, что число а есть предел после​дова​тельности (an), записывают так:
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Понятию предела последовательности можно дать следующее геометриче​ское истолкование. Пусть члены последовательности a1, a2, …., an, … изображены точками числовой прямой. Тогда точка  а  будет пределом дан​ной
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	последовательности, если, каким бы малым интервал 
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 мы не выбрали, найдётся такой номер N , что все точки an после​довательности с номерами n>N


будут содержаться в этом интервале, а вне интервала 
[image: image20.wmf](

)

e

e

+

-

a

a

;

 могут ока​заться только точки a1, a2, …, aN, то есть конечное множество точек данной по​следовательности.


Определение 6. Последовательность называется сходящейся, если она имеет предел, и расходящейся, если предела не имеет.


Пример. Показать, что последовательность 
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Решение: при любом 
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 будет верно неравенство 
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. Если (=0,1 , то для этого (, как мы нашли в общем случае, будем иметь 
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. Таким образом, все члены последо​вательности, начиная с одиннадцатого, находятся в окрестности ра​диуса 
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 точки x=0.

Примером расходящейся последовательности может являться последова​тельность чисел 0, 1, 0, 1, …,0, 1,… , она не имеет предела. 

§2. Свойства сходящихся последовательностей. Предельные точки последовательностей.

Теорема 1. Любая сходящаяся последовательность имеет единственный предел.


Теорема 2. Любая сходящаяся последовательность ограничена.


Теорема 3. Если последовательность (an) сходится к пределу а или a>b (или a<b), то существует такой номер N, что для всех n>N верно неравенство an>b (или an<b).


Теорема 4. Если последовательности (an) и (bn) - сходящиеся и для всех n
an( bn , то  
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Теорема 5. (о пределе сжатой переменной). Если для последовательно​стей (an), (bn), (cn) при любом n верны неравенства 
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, то последовательность (bn) сходится к тому же пределу.


Теорема 6 (Вейерштрасса). Всякая возрастающая (убывающая) и ограниченная сверху (снизу) последовательность сходится.


Пример. Пусть 
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. Показать, что последователь​ность (an) имеет предел.
Решение: Так как 
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, то эта последователь​ность возрастает. С другой стороны, 
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 и потому 
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.Значит, an ограничена сверху числом 2. По теореме Вейерштрасса она сходится.


Определение 1. Точка ( называется предельной точкой последовательно​сти 
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 если в любом как угодно малом интервале 
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содержится бесконечное множество членов данной последователь​ности.

Пример 1. Показать, что последовательность 
[image: image39.wmf],...
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 имеет предель​ную точку 0.
Решение: каким бы малым интервал 
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, содержащий 0, ни был, при доста​точно большом n точка 
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 которых бесконечно много, будут содержаться в интервале  
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. Других предельных точек у данной последовательности нет.

Пример 2. Для последовательности 1, 2, 1, 3, 1, 4, 1, 5, … точка 1- пре​дельная, так как любой интервал 
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содержащий точку 1, содержит бес​конечное множество членов данной последовательности, а именно - все члены последовательности, стоящие на нечётных местах, так как они равны 1.

Пример 3. Последовательность 
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 имеет две пре​дель​ные точки: 0 и 1.


Теорема (Больцано - Вейерштрасса). Всякая ограниченная последова​тель​ность имеет, по крайней мере одну предельную точку.


Следствие. Из всякой ограниченной последовательности можно выде​лить сходящуюся подпоследовательность.

§3. Бесконечно малые и бесконечно большие последовательности.  Арифметические операции над сходящимися последовательностями.

Определение 1. Последовательность, предел которой равен нулю, называ​ется бесконечно малой.


Примеры. 
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Можно определить бесконечно малую последовательность, пользуясь опреде​лением предела последовательности.

Определение 2. последовательность 
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  называется бесконечно ма​лой, если для любого положительного числа ( > 0 найдётся такой номер N, что для всех 
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Ниже рассмотрим некоторые свойства бесконечно малых последовательно​стей.


Теорема 1. Если последовательности 
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 бесконечно малые, то последовательность 
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Теорема 2. Если последовательность (an)- ограниченная, а последователь​ность ((n)-бесконечно малая, то последовательность ((n an)- бесконечно малая.


Следствие 1. Если последовательность ((n)- бесконечно малая, то последовательность 
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Следствие 2. Если последовательность (аn) сходится, а последовательность ((n)- бесконечно малая, то последовательность 
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Определение 3. Последовательность 
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 называется бесконечно большой, если её предел равен бесконечности (
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Примеры: а).1, 2, 3, …,n,… б). 1, 4, 9, …,n2,… в) 1,-2, 3, -4, …,(-1)n-1 n,…


Теорема 3. Если последовательность 
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Рассмотрим ряд теорем, упрощающих вычисление пределов таких последовательностей, которые получены из данных сходящихся последовательностей путём применения арифметических операций.


Теорема 4 (о необходимом и достаточном условии сходимости последовательности). Для того, чтобы последовательность (аn) имела предел, равный числу а, необходимо и достаточно, чтобы последовательность ((n), где 
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Теорема 5 (о пределе суммы последовательностей). Если последовательности (an) и (bn) - сходящиеся, то и последовательность (an+bn) сходится, причём 
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Теорема 6. Если последовательности (an) и (bn)- сходящиеся, то и последовательность (anbn) сходится, причём 
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Теорема 7. Если последовательности 
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§4. Предел функции. Односторонние пределы, бесконечные пределы.

Для того, чтобы сформулировать определение предела функции, введём сначала определение "проколотой окрестности". Напомним, что (-окрестностью 
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Определение 1. Проколотой (-окрестностью точки х0 называется (-окрестность точки х0, из которой удалена точка х0.


Проколотая (-окрестность точки х0 обозначается 
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приведем два определения предела функции в точке.


Определение 2(по Коши). Число А называется пределом функции f в точке х0, если для любого 
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Используя логические символы, определение предела функции в точке по Коши можно записать в виде
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Это определение можно перефразировать "на языке" окрестностей: число А называется пределом функции f в точке х0, если для любой окрестности 
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Определение 3 (по Гейне). Пусть функция f определена в некоторой проколотой окрестности 
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точки х0. Число А называется пределом функции f в точке х0 (или при х, стремящемся к х0), если для любой последовательности 
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Если число А является пределом функции f в точке х0, то пишется 
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следствие 1. функция не может иметь двух разных пределов в одной точке. 
следствие 2. Значения функции f в точках х, лежащих вне любой фиксированной окрестности точки х0 и значение функции f в точке х0 не влияют ни на существование, ни на величину предела функции f в точке х0.


Существует или нет предел в данной точке х0, а если существует, то его значение, полностью определяется значениями функции в сколь угодно малой проколотой окрестности 
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Теорема 1. Определения предела функции по Коши и по Гейне в данной точке равносильны.


Определение 2. Пусть функция f определена на интервале 
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Аналогично определяется правосторонний предел (предел справа) функци f в точке x0, если функция определена на интервале 
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Пример 1. Функция 
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 в точке x=0 имеет предел слева, равный -1:
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. Таким образом, данная функция имеет односторонние пределы в точке x=0, но не имеет предела в этой точке.

Предел функции на бесконечности и бесконечные пределы.


 Понятие предела функции можно обобщить для случая, когда аргумент функции или её значения стремятся к бесконечности.
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	Определение 3. Число А называется пределом функции y=f(x) при 
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 Определение 5.  число А называется пределом функции f при 
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Пример 2. Показать, что функция 
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	Доказательство: возьмём любое значение ( >0. Для этого  ( >0 можно указать такое x*>0, что для всех x , 
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Положим 
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Теперь рассмотрим тот случай, когда функция в конечной точке х=а имеет бесконечный предел, равный +(, (( или (.


Определение 6. функция f в точке х = а имеет предел, равный +(, если для любого как угодно большого числа Е > 0 существует такое ( > 0, что для всех 
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 EMBED Equation.3  [image: image119.wmf]выполняется неравенство 
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Определение 7. функция f в точке х = а имеет предел, равный -(, если для любого как угодно большого числа Е > 0 существует такое ( > 0, что для всех 
[image: image121.wmf])

(

0

a

u

x

d

Î



 EMBED Equation.3 [image: image122.wmf]выполняется неравенство 
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Пример. Функция 
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 в точке х=1 имеет предел, равный +(.
§5. Свойства функций, имеющих предел.
Бесконечно малые и бесконечно большие функции.

Теорема 1. Если у функции y=f(x) в заданной точке х=а существует конечный предел, то в некоторой проколотой окрестности этой точки функция ограничена.


Теорема 2. Если у функции y=f(x) в заданной точке х=а существует конечный, неравный нулю предел, то в некоторой проколотой окрестности этой точки функция имеет тот же знак, что и указанный предел (в частности, она не равна нулю).


Теорема 3. Если 
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 и существует конечный или бесконечный определённого знака предел 
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Теорема 4. Если существуют конечные пределы 
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Следствие. Если существует 
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, то есть постоянную можно выносить за знак предела.


Определение 1. Функция ( называется бесконечно малой при x, стремящемся к а, если 
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Бесконечно малые функции играют существенную роль, связанную  частности, с тем, что общее понятие предела может быть сведено к понятию бесконечно малой.


Лемма. Предел 
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Теорема 5. Сумма и произведение конечного числа бесконечно малых при стремлении аргумента к а, а также произведение бесконечно малой при х(а на ограниченную функцию являются бесконечно малыми функциями при х, стремящемся к той же точке а.


Доказательство следует из соответствующих теорем о бесконечно малых последовательностях и определения предела функции в точке по Гейне (на "языке последовательностей").


Определение 2. Функция ( называется бесконечно большой при х(а, если 
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Как и для последовательностей, имеет место следующая теорема:
Теорема 6. функция (, определённая и неравная нулю в некоторой проколотой окрестности точки а, тогда и только тогда является бесконечно малой при стремлении аргумента х к точке а, когда функция 
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 является бесконечно большой при стремлении аргумента к той же точке а.


Эта теорема делает естественной следующую символическую запись для любого числа а > 0:
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Замечание. На бесконечно большие функции свойства конечных пределов, связанные с арифметическими действиями над пределами, непосредственно не переносятся. Если 
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 ничего утверждать нельзя. В этом случае будем говорить, что задано неопределённое выражение типа ((; (().

§ 6. Первый замечательный предел 
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	Возьмём окружность радиуса 1 и построим внутри неё острый угол АОВ, радианную величину которого обозначим x.

Построим угол АОС, симметричный углу АОВ. Точки В и С соединим хордой. Наконец, проведём касательные к окружности в точках В и С. Теперь, учитывая, что длина хорды меньше длины соответствующей дуги, а длина дуги меньше описанной около неё ломаной, можно написать неравенства
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Умножим последние неравенства  на -1:    
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и прибавим ко всем частям 1:             
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Оценим правую часть: 
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Тогда из неравенств (*) следует, что 
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§ 7. Непрерывность и точки разрыва функции.
Свойства функций, непрерывных в точке.

Определение 1. Функция f , определённая в некоторой окрестности u(x0) точки x0, называется непрерывной в этой точке, если 
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Замечание 1. если функция f непрерывна в некоторой точке, то согласно данному определению, она определена в некоторой окрестности этой точки (обычной, не проколотой, как это было в случае определения предела функции). Так как предел функции в точке определялся двумя способами - по Коши и по Гейне, то и определение непрерывности функции в точке также сформулируем на " языке ((( " и на "языке последовательностей".


Определение 2. Функция f называется непрерывной в точке x0, если для любого ( >0 найдётся такое ( >0, что для всех x, удовлетворяющих неравенству 
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 (этот определение непрерывности по Коши).


Определение 3. Функция f называется непрерывной в точке x0, если для любой последовательности (xn), xn( u(x0) такой, что 
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Определение непрерывности функции f в точке x0 можно перефразировать на языке окрестностей: если для любой окрестности 
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, то функция f непрерывна в точке x0.


Определение 4. Функция f называется непрерывной в точке x0, если бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции.


Пример 1. Показать, что постоянная функция f(x)=c непрерывна в каждой точке числовой прямой.

В самом деле, для любого 
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 согласно определению 1.

Пример 2. Показать, что функция 
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В самом деле, 
[image: image187.wmf])

(

1

1

)

(

)

(

0

0

0

0

0

0

x

x

x

x

x

x

x

x

f

x

x

f

y

D

+

D

-

=

-

D

+

=

-

D

+

=

D

, откуда при 
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 (согласно определению 4).


Наряду с понятием предела функции в точке мы рассматривали также понятие односторонних пределов в точке. Поскольку определение непрерывности функции в точке дано через понятие предела, то можно также дать определение односторонней непрерывности.


Определение 5. Пусть функция f определена на левосторонней окрестности точки x0, т.е. на полуинтервале вида
[image: image190.wmf]]
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. Функция f называется непрерывной слева в точке x0, если 
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Определение 6. Пусть функция f определена на правосторонней окрестности точки x0, т.е. на полуотрезке вида
[image: image192.wmf]
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;

[

0

b

x

. Функция f называется непрерывной справа точке x0, если 
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	Пример. Рассмотрим функцию, определённую на всей числовой оси и для каждого числа x равную наибольшему целому числу, меньшему или равному x. Эта функция имеет специальное обозначение 
[image: image195.wmf][
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 непрерывна справа и не является непрерывной слева.



Теорема 1. Если функции f  и  g непрерывны в точке x0, то функции сf (c=const), f+g,  f( g, а если, кроме того, 
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, то и функция   
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 также непрерывна в точке x0.

Теорема 2 (о непрерывности сложной функции). Пусть функция 
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(

x

y

j

=

 непрерывна в точке x0, а функция f(y) непрерывна в точке 
[image: image201.wmf])

(

0

0

x

y

j

=

. Тогда сложная функция 
[image: image202.wmf]))

(

(

x

f

j

 непрерывна в точке x0.


Утверждение тео​ремы можно записать в виде формулы: 
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, из которой видно, что операция предельного пере​хода перестановочна с операцией взятия непрерывной функции. При отыскании пределов непрерывных функций теорему 2 удобно использовать в виде правила замены переменной:
Пусть функция 
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Пример. Вычислить 
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Решение: Чтобы вычислить этот предел, положим 
[image: image209.wmf]t

x

=

tg

, тогда при 
[image: image210.wmf]0

®

x

 и 
[image: image211.wmf]0

®

t
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§8. Точки разрыва. Равномерная непрерывность.

Определение 1. Пусть функция f(x) определена на интервале 
[image: image213.wmf]]
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, кроме, быть может, точки 
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. Точка x0 называется точкой разрыва функции f(x), если функция f(x) не определена в точке x0 или если она определена в этой точке, но не является в ней непрерывной.


Определение 2. Если x0 -  точка разрыва функции f (x) и существуют конеч​ные пределы 
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, то точка x0 называ​ется точкой разрыва первого рода. Величина 
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 называется скачком функции f(x) в точке x0. Если 
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, то x0 называется точ​кой устранимого разрыва.


Последнее оправдано тем, что если в этом случае видоизменить или дооп​ределить (если функция f была не определена в точке x0) функцию f, положив 
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, то получится непрерывная в точке x0 функция.


Определение 3. Точка разрыва функции f называется точкой разрыва вто​рого рода, если, по крайней мере, один из пределов 
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Пример 1. Функция 
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в точке x=0 имеет разрыв пер​вого рода, так как 
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Пример 2. 
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 в точке x=0 имеет разрыв второго рода, потому что 
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Пример 3. Функция 
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 существует и равен 1. Так что если положить 
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[image: image232.wmf]x
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, то функция ( - непрерывна на всей числовой оси. Следовательно, x=0 для функции f является точкой устранимого разрыва.

Точки разрыва монотонных функций.

монотонными являются невозрастающие или неубываю​щие на заданном промежутке функции. Ясно, что если функция f (x) определена и монотонна на отрезке 
[image: image233.wmf][
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, то она на этом отрезке ограничена, имеет наибольшее и наименьшее значения, кото​рые принимаются функцией на концах отрезка.


Теорема 1. Монотонная функция может иметь точки разрыва только пер​вого рода.


Определение 4. Функция f называется непрерывной на отрезке 
[image: image234.wmf][
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 (или на интервале 
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), если она непрерывна в каждой его точке.


Теорема 2. (Больцано - Коши). Если функция f непрерывна на отрезке 
[image: image236.wmf][
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 и на его концах принимает разные по знаку значения, то внутри 
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  най​дётся по крайней мере одна точка x0 такая, что 
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Теорема 3 (вторая теорема Больцано-Коши или теорема о промежу​точных значениях непрерывной функции). Если функция f(x) непрерывна на от​резке 
[image: image239.wmf][
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, то на нём она принимает в качестве своих значений все числа, содер​жащиеся между наименьшим и наибольшим значениями f(x) на этом от​резке.


Теорема 4 (1 теорема Вейерштрасса). Если функция f непрерывна на отрезке 
[image: image240.wmf][
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, то она ограничена на нём.


Теорема 5 (2 теорема Вейерштрасса). Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
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, то она среди своих значений, принимаемых на этом отрезке, имеет как наимень​шее, так и наибольшее значения.


Определение 5. Функция f(x) называется непрерывной на промежутке 
[image: image242.wmf])
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, если она непрерывна в каждой точке этого промежутка.
Замечание. Если функ​ция f(x) непрерывна в точке x0 , то для любого как угодно малого 
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число ( может оказаться тоже разным. Вполне мо​жет оказаться, что среди значений ( для различных точек x(
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существовало - значит тре​бовать от функции f(x) больше, чем непрерывность на промежутке 
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. Если функция f(x) удовлетворяет этому большему требованию, то есть она такова, что можно по 
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 значение (, то говорят, что f(x) на промежутке 
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 равномерно непрерывна.

Точное определение этого понятия следующее.

Определение 6. Функция f, определённая на промежутке 
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Пример. Показать, что 
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 непрерывна, но не является равномерно непрерывной.
Решение: Возьмём из 
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Очевидно, что если значение 
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Тем более интересна следующая теорема, которая показывает, что если функция f непрерывна на отрезке, то она обладает свойством равномерной не​прерывности.


Теорема 6 (Кантора). Если функция f непрерывна на отрезке 
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, то она равномерно непрерывна на этом отрезке.


Замечание. То, что в условии теоремы берётся отрезок, является существен​ным. Так, например, рассмотренная выше функция 
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Из первой теоремы Вейерштрасса следует, что если функция f(x) непре​рывна на отрезке 
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Определение. Колебанием функции на промежутке 
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Следствие (из теоремы Кантора). Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
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 произвольно разбить на частичные отрезки с длинами, меньшими 
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