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Тавтология. Противоречия.
Логическая эквивалентность. Логическая импликация.
Тавтология. Противоречия.
Встречаются такие составные высказывания, которые независимо от истинностных значений входящих в них простых высказываний, всегда истинны. Вот такие высказывания и называются тавтологией. Итак,
Определение. Тавтология - это составное высказывание, которое всегда истинно независимо от того, какие истинностные значения принимают составляющие его простые высказывания.
Определение. Противоречие - составное высказывание, которое всегда ложно независимо от того, какие истинностные значения принимают составляющие его простые высказывания.
Примеры:
i. 


Показать, что () - тавтология. Ответ следует из таблицы истинности:
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ii. 


Показать, что (рq)   - тавтология.
Решение. Составим таблицу истинности
	p
	q
	
(рq)
	

	


(рq)

	T
T
F
F
	T
F
T
F
	T
F
F
F
	F
T
T
T
	T
T
T
T


В принципе, можно было бы обойтись без составления таблицы истинности, ибо, как было показано в предыдущем примере (запомним это!), дизъюнкция высказывания и его отрицания - тавтология (см. предыдущий пример (i)).




Показать, что ()(pq) - противоречие.



ЛОГИЧЕСКАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ (обозначение: )

Определение. Два составных высказывания /Р, Q/ называются логически эквивалентными /РQ/ , если они принимают идентичные истинностные значения для каждого набора истинностных значений своих компонент (простых высказываний).
Пример.


Доказать, что  и  - логически эквивалентны.
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Сравнение столбцов для  и  показывает идентичность их истинностных значений для каждого набора истинностных значений компонент р, q.


Теорема 1. Если Р логически эквивалентно Q (PQ), то формула (РQ) - тавтология.


Доказательство. Логическая эквивалентность, (PQ) обуславливает одновременно для P и Q равенство либо T, либо F. В любом из этих случаев формула (РQ) будет иметь значение T, то есть будет тавтологией.


Теорема 2. (обратная) Если биусловие (РQ) - тавтология, то P и Q логически эквивалентны (PQ).

Доказательство. Согласно условию, независимо от входящих в Р и Q простых высказываний значения формул для Р и Q одновременно либо F, либо Т , то есть     (PQ).
ЛОГИЧЕСКАЯ ИМПЛИКАЦИЯ (обозначение ├)
Определение. Высказывание P логически имплицирует высказывание Q (P├Q), если как только P истинно, то обязательно Q истинно.

Упражнение. Доказать, что q├(pq)
Решение. Составим таблицу истинности
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Сравнение 2-й и 3-й колонки показывает, что во всех случаях, когда q истинно (1-я и 3-я строки), (pq) также истинно, следовательно, q логически имплицирует (pq).
Обратите внимание. Когда P ложно, Q может быть истинно или ложно, для логической импликации это не важно. Главное, если высказывания связаны логической импликацией (P├Q), то Q не может быть ложно, когда P истинно.


Ранее мы показали, что (PQ) и (РQ) - тавтология - одно и то же.

Аналогично можно доказать равнозначность утверждений "(P├Q)" и "(PQ)" - тавтология.

Теорема 3. Если (Р├Q) , то (РQ) - тавтология.



Доказательство. Действительно, если (Р├Q), то Q не может быть ложно, когда Р истинно, но это единственная ситуация, когда (РQ) может быть ложно, следовательно (РQ) всегда истинно, то есть (РQ) - тавтология.

Теорема 4. (обратная). Если (РQ) - тавтология, то (Р├Q).

Доказательство. Наоборот, если (РQ) есть тавтология, то истинность Р гарантирует истинность Q, то есть выполняется ( Р├Q ) (Р имплицирует Q).
ШТРИХ ШЕФФЕРА
Новая логическая связка (операция, обозначение: |).
Логическая операция штрих Шеффера задается следующей истинностной таблицей
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Упражнение.
Доказать, что 
i. 
;


(pq)(p|q) | (p|q).
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