Дорофеев В. А.
Элементы теории графов: определения и примеры.




Что такое графы? Где применяется теория графов? В последнее время теория графов находит много применений в таких областях, как химия, компьютерная наука, экономика, электроника, лингвистика. Граф - это множество точек, называемых вершинами, и множество линий, называемых ребрами, которые соединяют пары вершин, или вершину саму с собой, в виде дуги. Простейшей аналогией графа является карта, на которой нанесены города (вершины), а дороги (ребра, дуги) соединяют их. Для математических целей мы нуждаемся в более строгом определении. Чтобы определить граф, мы должны корректно задать множество вершин и множество ребер. Далее мы должны четко указать, какие ребра соединяют какие вершины. По определению ребро должно иметь вершину на каждом своем конце, поэтому каждому ребру графа мы должны приписать его вершины на концах, то есть каждое ребро е мы определяем как множество пар вершин {}, которые е соединяет. Таким образом, множество {}, которое мы будем обозначать , представляет собой подмножество множества вершин. Следовательно,  это элемент мощностного множества вершин.
Итак, мы приходим к следующему формальному определению.
Определение. Ненаправленный граф Г это:
1. конечное множество V вершин;
2. конечное множество Е ребер;
3. 


функция : EP(V) такая, что для каждого ребра е,  одно или двух элементное подмножество множества V.

Говорят, что ребра e связывают элементы (элемент) .
Рассмотрим, например, граф Г, представленный на рисунке 1.
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Рис. 1.




Здесь для графа Г множество вершин будет: {}, множество ребер {}. Функция : EP(V) определена так:


: ;


:;


:;


:;
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В данном случае ребро , связывает вершину , саму с собой. Ребро  связывает вершину , с вершиной , и т.д., вершина  оказывается не связанной ни с какой другой вершиной, вершины  и  связаны не одним, а двумя ребрами  и .


Следует обратить также внимание на тот факт, что граф и диаграмма, его представляющая, это не одно и то же. Как мы определили, граф состоит из двух множеств и функции. Рис.1 - это не граф, это наглядное представление одного из них. Несмотря на то, что представление графа в виде диаграммы оказывается очень полезным для наглядного восприятия свойств графа, здесь нужна определенная осторожность. Дело в том, что данный граф может быть представлен двумя диаграммами, которые сильно отличаются друг от друга. Такой пример приведен на рис.2. Граф, изображенный на рис.2(а), называют графом колеса с семью вершинами . В общем случае .
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	Рис. 2 (а)
	Рис. 2(б)


При первом знакомстве с теорией графов возникает впечатление, что здесь гораздо больше определений, чем теорем. Это связано c тем, что для доказательства чего-либо значительного для графов требуется хорошо развитая терминология. Поэтому нам придется посвятить определенное время разбору понятий и определений теории графов.
Определение.
1. Пара вершин v и w называются смежными, если существует ребро е, соединяющее их. В таком случае говорят также, что вершины v, w инцидентны ребру е или также ребро е инцидентно вершине v и вершине w.
2. 
Ребра  называются смежными, если они имеют, по крайней мере, одну общую вершину.
3. 
Валентностью или степенью вершины v() называется число ребер инцидентных вершине v. (Если не оговаривается особо, петля учитывается дважды при подсчете валентности вершины v) Граф, у которого каждая вершина имеет одинаковую валентность r, называется правильным (с валентное r) или просто r-валентным графом.
Примеры:









1.Рассмотрим граф, изображенный на рис.1 Вершины  смежные, ибо ребро  связывает их. Аналогично вершины  смежные,  - смежные. Только вершина  не будет смежной ни по отношению ни к одной другой вершине. Ребра  смежные, так как все они соединяются в вершине . Аналогично ребра  смежные, и ребра  смежные. Отметим, что только пары вершин могут быть смежными, а число смежных ребер может быть любым. Валентности четырех вершин приведены в таблице:

	Вершина
	Валентность

	







	4
3
3
0



2. На рис.3 представлен 3-х валентный граф Петерсона.
	
	

	Рис. 3(а)
	Рис. 3(б)



Определение.
1. Нулевым графом (или полностью несвязанным графом) называется граф с пустым множеством ребер, то есть нулевой граф - это просто множество точек (вершин).
2. Полным графом называется граф, у которого каждая пара различных вершин связана ровно одним ребром.
3. 


Двудольным графом называется граф, у которого множество вершин имеет разбиение  такое, что каждое ребро связывает вершины из множества , с вершиной из множества  единственным ребром.
4. 

Полным двудольным графом называется двухдольный граф, у которого каждая вершина множества , связана с каждой вершиной множества  единственным ребром.
5. Простым графом мы называем граф, который не имеет петель или множественных ребер, то есть для того, чтобы назвать граф простым не должно быть двух ребер, соединяющих одну и ту же пару вершин и не должно быть ребер, соединяющих вершину саму с собой


Примеры.
1. Так как полный граф - это простой граф, то у полного графа нет петель, и каждая пара различных вершин соединена единственным ребром. Поэтому полный граф однозначно задается числом своих вершин.





Полный граф  с n вершинами может быть описан так:  имеет множество вершин  и множество ребер  с функцией .

Очевидно, что граф  является правильным с валентностью (n-1), так как каждая вершина связана с каждой из остальных (n-1) вершин посредством одного ребра. Полные графы с тремя, четырьмя и пятью вершинами показаны на рис.4.
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рис. 4









2. Пусть Г - двудольный граф и его множество вершин V имеет разбиение . Отметим, что Г не обязан быть простым. Все, что требуется это каждое ребро должно соединять вершины множества  с вершинами множества . Для заданных вершин  и  может быть более, чем одно ребро, соединяющие их или вообще не быть ни одного ребра, соединяющего вершины  и . Понятно, что такой граф Г не должен иметь петель. Полный двудольный граф полностью описывается числом вершин своих частей, то есть числами , .



Полный двудольный граф с числом вершин n, m обозначается , где , . Он, конечно, является простым.



На рис.5. показаны два двудольных графа. В каждом случае вершины множества  обозначены кружком, а вершины множества  крестиком. Граф (б) - это полный двудольный граф .
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	Рис. 5(а)
	Рис 5(б)


Мы уже отмечали, что граф Г может быть представлен с помощью диаграмм, которые могут сильно отличаться друг от друга даже для одного графа. Альтернативный способ представления графа, очень удобный, кстати, для компьютерного представления это представление графа с помощью "матрицы смежности".





Определение. Пусть Г - граф с множеством вершин . Матрицей смежности графа Г называется матрица  А=А(Г), элементы которой  представляют собой число различных ребер, соединяющих вершины  и .








Матрицы смежности с неизбежностью должны быть симметричными, так как число ребер, соединяющих вершины  и , равно числу ребер, соединяющих вершины  и . Валентность вершины , можно легко определить на основании матрицы смежности. Если у графа Г нет петель при вершине ,  то валентность этой вершины равна сумме всех элементов i-ой строки (или i-oгo столбца ). Так как каждая петля учитывается дважды при вычислении валентности, то при суммировании элементов i-ой строки (или i-oгo столбца) элемент диагонали  должен быть удвоен при вычислении валентности вершины .
Примеры.
1. Запишем матрицу смежности А для графа, представленного на рис. 1.






Заметим, что , и строки и столбцы матрицы А соответствуют порядку следования элементов множества V. Две особенности данного графа могут быть сразу отмечены. Во-первых, на главной диагонали имеется только один элемент , отличный от нуля, поэтому граф имеет только одну петлю при вершине . Во-вторых, последняя строка (столбец) состоит только из нулей, то есть вершина  является изолированной, она не связана ни с одной другой вершиной. Валентность вершин может быть легко определена на основе матрицы смежности:

;

;

;

.


2. Нулевой граф, содержащий "n" вершин, имеет матрицу смежности , которая состоит только из нулей .
3. Полный граф имеет матрицу смежности, которая имеет нули на главной диагонали (так как не должно быть петель) и во всех остальных местах единицы (так как каждая вершина должна быть связана с любой другой один раз).
Еще одно определение.






Определение. Граф  называется подграфом графа Г (обозначение ), если ,  и  для всех ребер е множества .





Условие  для всех ребер е множества  просто означает, что ребра подграфа  должны соединять те же самые вершины, какие они соединяли в графе Г. Интуитивно ясно, что  - подграф Г, если мы можем получить диаграмму для  путем стирания некоторых из вершин и/или ребер диаграммы графа Г. Конечно, если мм стираем вершину, то мы должны также стереть все ребра, инцидентные ей.




Пусть Г и - два графа с непересекающимися множествами вершин и ребер. Объединением графов Г и  (обозначение ) называется граф, для которого множество вершин и ребер представляет собой объединение множеств вершин и ребер графов Г и .




Сумма графов Г и  (обозначение: Г+) получается на основе взятия объединения графов Г и  с последующим соединением каждой вершины графа Г с каждой вершиной графа  единственным ребром.
Что представляет собой 
1. сумма двух нулевых графов?
2. сумма двух полных графов?
Пример.



Графы Г и  имеют множество вершин ;  и соответствующие матрицы смежности:


 и .

Рисунок 6 показывает, что  является подграфом Г.
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Рис. 6
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