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методы приближенного  решения систем нелинейных уравнений.

Многие практические задачи при их математическом моделировании сводятся к решению системы нелинейных уравнений. Система n нелинейных уравнений с n неизвестными в общем случае имеет вид
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Решением системы уравнений (1) называется n чисел 
[image: image2.wmf],

,...,

,

*

*

2

*

1

n

x

x

x

которые при подстановке в (1) обращают все уравнения в нули.


Задача (1) тесно связана с другой очень часто встречающейся задачей  - минимизации функции многих переменных
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Эта связь проявляется в том, что каждую из этих задач можно свести к решению другой. Пусть, например, вектор 
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 является решением системы (1). Построим функцию
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Так как 
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x

 обращает в нуль все уравнения системы (1), то 
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 обращает функцию 
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 в нуль. Поскольку 
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, то 
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x

 обращает функцию Q в минимум, и этот минимум равен нулю. Справедливо и обратное утверждение. Пусть  совокупность чисел 
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 обращает функцию 
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 в минимум, равный нулю. Тогда каждый член суммы, входящий в (3), обращается в нуль и, следовательно, совокупность 
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 является решением системы (1). Таким образом, задача (1) сводится к нахождению минимума (3).


В свою очередь, для задачи минимизации (2) точка минимума является решением системы нелинейных уравнений.
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Возможность сведения одной задачи к другой не означает, что можно ограничиться рассмотрением только одной из них. Каждая из них является весьма сложной и имеет многочисленные подводные камни, которые проявляются при практической реализации существующих методов их решения. По-видимому, не существует никаких универсальных методов решения этих задач. Установление связи между задачами (1) и (2) удобно тем, что в каждом конкретном случае мы можем использовать ту из них, которая быстрее приводит к цели при располагаемых ресурсах вычислительной техники и математического обеспечения. Трудности при решении систем нелинейных уравнений проявляются в следующем:
1) Определение количества корней системы и их отделение проводить достаточно сложно в силу невозможности при больших n использовать простые геометрические соображения.
2) Многие надёжные методы нахождения корня одного нелинейного уравнения, имеющие гарантированную сходимость, такие как метод половинного деления или метод хорд и т. д., не допускают обобщения на случай n неизвестных.
3) Решение системы (1) ищут, как правило, методом итераций или эффективным по скорости методом Ньютона, сходимость которых возможна только при наличии хорошего начального приближения.
4) нахождение хорошего начального приближения для сложной системы (1) является весьма непростым делом и требует, помимо математического анализа системы, привлечение других соображений (физических, инженерных, экономических и др.), связанных с постановкой решаемых задач.

Подчеркнём ещё раз, что никаких универсальных методов преодоления отмеченных трудностей и решения этих задач не существует. Каждый раз приходится, наряду с теоретическими исследованиями системы (1), использовать эвристические соображения и проводить экспериментальные численные исследования. Рассмотрим названные в пункте 3 методы.

I. Метод простой итерации.
Запишем систему (1) в виде, удобном для итераций:
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Зададим начальное приближенное решение 
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 (индекс в скобках указывает номер итерации), которое будет уточняться в процессе итераций. При этом надо учитывать, что, если метод сходится, то он сходится при любом начальном приближении. Первое приближение вычисляется по формулам:
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где 
[image: image18.wmf]n
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 - нелинейные функции переменных 
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. Затем полученное первое приближение подставляем в правую часть системы (4) и вычисляем второе приближение, и так далее. В общем случае формулы метода простой итерации можно записать в виде: 
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В роли условия окончания итерационного процесса. обычно выступает оценка
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    (6),  где ε - наперед заданная точность вычислений.


Уравнение (4) удобно записать в векторном виде:
[image: image22.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]),

(

x

Ф

x

=

         (7)

где 
[image: image24.wmf]x

- вектор-столбец искомого решения, а Ф - вектор-функция
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Итерационный процесс (5) можно также записать в векторном виде
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Условия сходимости итерационного метода (5) (или  в векторном виде (8) определяется принципом сжатых соображений: если отображение (7), задаваемое вектор-функцией Ф
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 будет сжатым, то итерационный процесс (8) сходится при условии, что начальное приближение 
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 достаточно близко к корню.

Приведём одно из достаточных условий сходимости метода простой итерации (5). Рассмотрим матрицу Якоби для преобразования (4)
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Матрица Якоби (или якобиан) зависит от переменных 
[image: image30.wmf].
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 Можно показать, что если матрица Якоби в точке 
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,которая даёт решение системы (4), и в некоторой её окрестности имеет все собственные значения, по модулю меньше единицы 
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, то метод простой итерации сходится. Для выполнения этого условия достаточно, например, выполнения следующих неравенств для элементов матрицы Якоби
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где q - некоторое положительное число, меньшее единицы, т.е. 
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 Неравенства (10) должны выполнятся в точке 
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 и в некоторой её окрестности.


Возможно естественное обобщение метода простой итерации (5), аналогичное методу Зейделя для систем линейных уравнений. Оно заключается в том, что переменные 
[image: image36.wmf]i
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, уже полученные на данном итерационном шаге, используются для получение других величин  на этом шаге. Соответствующие формулы имеют вид
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Если бы оба метода (5) и (11) сходятся, то метод (11) сходится, вообще говоря, быстрее, так как получаемые на каждом  шаге итерации новые значения переменных сразу используются в дальнейших вычислениях на этом шаге.

II. Метод Ньютона и его модификации.

Метод Ньютона - метод, который сводит решение системы нелинейных уравнений к последовательному решению систем линейных уравнений для нахождения поправок к предыдущим приближениям.

Рассмотрим общий вид нелинейной системы (1). Зададим начальное приближение 
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. Будем искать решение системы (1) в виде
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Разложим левые части системы (1) в ряд Тейлора в точке 
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 малыми и в силу этого ограничиваясь только линейными членами в ряде Тейлора. Для функции 
[image: image42.wmf])

,...,

,

(

2

1

n

i

x

x

x

f

 получим


[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

D

+

D

+

D

+

=

)

....,

,

,

(

)

,...,

,

(

0

0

0

2

0

2

0

1

0

1

*

*

2

*

1

n

n

i

n

i

x

x

x

x

x

x

f

x

x

x

f


=
[image: image44.wmf](
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Обозначение 
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 указывает, что соответствующая частная производная вычисляется в базовой точке 
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,для которой записывается разложение в ряд Тейлора. Поскольку 
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  является точным решением системы (1), левые части в уравнениях (13) равны нулю. В результате для неизвестных приращений 
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 получим систему линейных уравнений
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Матрицей этой системы является якобиан. 
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Если определитель этой матрицы не равен нулю, то из системы уравнений (14) можно найти неизвестные приращения 
[image: image51.wmf](
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. Поскольку в разложении Тейлора мы отбросили все члены, кроме линейных, соотношения (12) определяют не точное решение 
[image: image52.wmf]*

x
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, или в координатном виде: 
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Один шаг метода Ньютона заключается в решении системы линейных уравнений (14), все коэффициенты которой и правые части зависят от начального приближения 
[image: image55.wmf](
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 по формулам (16). Приняв теперь полученное первое приближение за начальное и проделав те же операции, которые были сделаны на первом шаге, можно получить следующее приближение к решению 
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 Этот итерационный процесс продолжается до тех пор, пока все получаемые приращения становятся малыми по абсолютной величине
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Систему линейных уравнений, которую необходимо решать на каждом шаге метода Ньютона, в общем виде можно записать следующим образом
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Индекс k у частных производных указывает, что соответствующая частная производная вычисляется при 
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 (для значений искомых переменных на k-ой итерации). Решив эту линейную систему и определив из неё величины поправок 
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 находим следующее приближение
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выражения (18) и (19) полностью определяют один шаг метода Ньютона. Таким образом, метод Ньютона сводит решение систем нелинейных уравнений к многократному решению систем линейных уравнений (18). Можно показать, что если метод Ньютона сходится, то сходимость имеет второй порядок, как и в случае уравнения с одной неизвестной. Для сходимости метода требуется, чтобы начальное приближение было близко к точному решению, а функции 
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 и их первые и вторые производные удовлетворяли некоторым ограничениям. Несмотря на быструю сходимость, метод Ньютона имеет существенный недостаток: на каждом его шаге требуется вычислять n2 частных производных 
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, определяющих коэффициенты при неизвестных в линейной системе (18), то есть якобиан. В то же время в методе простой итерации (5) требуется вычислять всего n функций 
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Чтобы компенсировать этот недостаток метода Ньютона, были предложены различные его упрощения. Идея большинства из этих упрощений заключается в том, чтобы матрицу коэффициентов линейной системы (18) вычислять не на каждом итерационном шаге, а лишь на некоторых из них, считая на остальных шагах все элементы якобиана постоянными, равными их последним вычисленным значениям на том шаге, на котором производится пересчёт всех членов. В простейшем случае якобиан вычисляется один раз, в начальной точке 
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, а затем якобиан остаётся постоянным в течение всего итерационного процесса. Такой метод обычно называется упрощённым методом Ньютона. Матрица коэффициентов линейной системы (18) в этом случае остаётся постоянной, и в процессе итераций изменяются только правые части системы, которые пересчитываются на каждом шаге  итераций и решения системы 
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, после нахождения которых происходит пересчёт 
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 по формулам (19). Конечно, этот метод сходится медленнее, чем метод Ньютона, но на каждом итерационном шаге требуется гораздо меньше арифметических операций.







PAGE  
1

_1141563775.unknown

_1141571020.unknown

_1141658311.unknown

_1141660639.unknown

_1141666759.unknown

_1141666801.unknown

_1141660808.unknown

_1141661860.unknown

_1141662910.unknown

_1141661164.unknown

_1141660742.unknown

_1141659693.unknown

_1141660241.unknown

_1141659387.unknown

_1141571850.unknown

_1141641474.unknown

_1141642846.unknown

_1141658238.unknown

_1141658287.unknown

_1141658127.unknown

_1141642910.unknown

_1141642048.unknown

_1141642460.unknown

_1141641874.unknown

_1141573180.unknown

_1141573315.unknown

_1141572597.unknown

_1141571574.unknown

_1141571755.unknown

_1141571492.unknown

_1141568537.unknown

_1141569753.unknown

_1141570439.unknown

_1141570547.unknown

_1141570317.unknown

_1141568989.unknown

_1141569139.unknown

_1141568717.unknown

_1141567727.unknown

_1141567872.unknown

_1141568064.unknown

_1141567789.unknown

_1141567471.unknown

_1141567689.unknown

_1141564096.unknown

_1141561798.unknown

_1141562378.unknown

_1141562943.unknown

_1141563716.unknown

_1141562842.unknown

_1141562048.unknown

_1141562261.unknown

_1141561963.unknown

_1141557562.unknown

_1141561680.unknown

_1141561692.unknown

_1141557602.unknown

_1141554551.unknown

_1141555146.unknown

_1141555203.unknown

_1141555735.unknown

_1141554922.unknown

_1129713290.unknown

_1141554363.unknown

_1129713413.unknown

_1129708523.unknown

