Интегральное исчисление функций одной переменной.

Определенный интеграл и его приложения.
(. Определенный интеграл
( 1. Задачи, приводящие к понятию определенного
 интеграла.
1. Задача о вычислении площади криволинейной трапеции.

Определение. Криволинейной трапецией называется плоская фигура, ограниченная кривой у=f(x), осью Ох и прямыми х=а и х=b. Отрезок [а, b] принято называть основанием криволинейной трапеции.

Поставим задачу о вычислении площади криволинейной трапеции при условии, что f(x)(0. Для решения этой задачи разобьем отрезок [а, b] на n частей точками а= х0( х1( х2( ...( хn=n.



(1)

Обозначим длину частичного отрезка [хк-1, хк] через (хк, а 
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	Выберем на каждом частичном отрезке [хк-1, хк] (к=1, 2, ..., n) произвольную точку (к ( [хк-1, хк]. Вычислим в этих точках значения функции f((к) и составим сумму  ( =
[image: image3.wmf]å

=

n

k

1

f((к) ( хк                       (2)
С геометрической точки зрения сумма (2)
представляет собой сумму площадей прямоугольников, основаниями которых являются частичные отрезки  [хк-1, хк], а


длины высот равны значениям функции f((к). Определим теперь площадь криволинейной трапеции как предел суммы ( при стремлении ( к нулю, если этот предел существует и не зависит от способа разбиения отрезка (1) на части, ни от выбора точек ((к) на каждом частичном отрезке.

Таким образом, площадь криволинейной трапеции S = 
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Следовательно, задача об отыскании площади криволинейной трапеции сводится к отысканию предела (3).
2. Задача о вычислении работы переменной силы.

Пусть материальная точка движется по прямой, совпадающей с осью Ох. Если это движение совершается под действием постоянной силы F направленной вдоль той же прямой, то работа, совершаемая силой F по перемещению материальной точки на расстояние s, вычисляется по формуле W=F(s. Пусть теперь движение материальной точки совершается под действием переменной силы 

F=f(x) направленной вдоль той же прямой, где f(x) есть непрерывная функция х – абсциссы движущейся точки. Рассмотрим работу силы F при передвижении точки от а до b. 

Разобьем отрезок [а, b] точками (1) на n частей. Выберем на каждом частичном отрезке  [хк-1, хк] (к=1, 2, ..., n) по произвольной точке ((к)([хк-1, хк]. Вычислим в этих точках значения функции f((к). Обозначим 
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. Считая силу F постоянной на отрезке [хк-1, хк] и равной f((к), мы найдем работу, совершенную на отрезке [хк-1, хк], по формуле (Wk=f((к)(хк. Тогда суммарная работа на отрезке [а, b]  Wn = 
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В силу непрерывности функции f(x) произведение f((к)(хк близко к истинной работе на отрезке  [хк-1, хк], если (хк достаточно мало. Поэтому работа силы F=f(x) при передвижении точки от а до b может быть определена равенством  W=
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Таким образом, задача о вычислении работы переменной силы F=f(x) также сводится к отысканию предела (3). Рассмотренные две задачи приводят к необходимости изучения конструкции, в которой требуется находить предел суммы произведений значений функции на длины некоторых отрезков при условии, что максимальные длины отрезков стремятся к нулю.
( 2. Интегрируемость функции и определенный интеграл.

Пусть функция f(x) задана на отрезке [а, b], а( b. Разобьем отрезок [а, b] на n частичных отрезов точками а = х0( х1( х2( ... ( хn= b
            
(1)

Длину k-го частичного отрезка  [хк-1, хк] (k = 1, 2, ..., n) обозначим (хк=хк-хк-1. В каждом k-том частичном отрезке выберем произвольную точку (к([хк-1, хк].
Определение 1. Число ( =
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(2) 

называется интегральной суммой функции f(x), соответствующей данному разбиению отрезка (1) и данному выбору точек (к на частичных отрезках. Обозначим 
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 и назовем мелкостью разбиения отрезка [а, b].

Определение 2. Число J называется пределом интегральных сумм  (  при (( 0, если ((  ( 0 ( ( ( 0 ((к([хк-1, хк], (( ( ( ((( - J( ( ().

Принято обозначение J=
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Определение 3. Функция f(x) называется интегрируемой по Риману на отрезке [а, b], если существует конечный предел интегральных сумм этой функции при ((0. Этот предел J называют определенным интегралом от функции f(x) по отрезку [а, b] и обозначают J=
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Возвращаясь к задаче  о площади криволинейной трапеции, можем сказать, что с геометрической точки зрения определенный интеграл от неотрицательной функции f(x) представляет собой площадь криволинейно трапеции, основанием которой является отрезок [а,  b].

Аналогично, задача о работе переменной силы F=f(x) позволяет утверждать, что с точки зрения механики определенный интеграл (4) представляет собой работу, совершенную переменной силой f(x) по перемещению материальной точки от а до b.

Простым примером интегрируемой на любом конечном отрезке [а, b] функции является функция f(x) = c = const. Действительно, при любом разбиении отрезка [а, b] на части интегральная сумма для этой функции

( =
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(хк = с(b-а) и, следовательно, J = 
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Легко показать, что неограниченная на отрезке [а, b] функция f(x) не интегрируема по Риману на этом отрезке. В самом деле, если функция f(x) не ограничена на [а, b], то она не ограничена на некотором k-ом отрезке  [хк-1, хк] данного разбиения (1). Поэтому слагаемое в интегральной сумме f((к)(хк, соответствующей разбиению (1), может быть сделано как угодно большим по модулю за счет выбора точки ( к . Отсюда вытекает, что интегральные суммы (2), соответствующие разбиению (1), не ограничены и поэтому не существует конечного предела интегральных сумм.

Но не всякая ограниченная функция интегрируема по Риману. Соответствующим примером может служить известная функция Дирихле. 

D(х) = 
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Для этой функции при любом разбиении отрезка [а, b] на части, выбирая точки (к рациональными, получим ( =
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1((хк = b - а, а выбирая точки (к иррациональными, получим  (  =
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Поэтому для функции Дирихле не существует предела интегральных сумм, и, следовательно, она не интегрируема по Риману.

В связи с этим, требуется выяснить, при каких, условиях, налагаемых на функцию f(x), она будет интегрируема по Риману.

( 3. Нижние и верхние суммы Дарбу ограниченной 
функции.

Пусть дана функция f(x), ограниченная на отрезке [а, b]. Рассмотрим разбиение Т отрезке [а,  b] на части. Обозначим Мк = sup f(x) и  mк = inf f(x)
Суммы S =
[image: image23.wmf]å

=

n

k

1

Мк (хк и  s =
[image: image24.wmf]å

=

n

k

1

mк(хк называются соответственно верхней и нижней сумами Дарбу функции f(x) для данного разбиения Т отрезка [а, b]. 
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	Очевидно, с геометрической точки зрения S есть сумма площадей прямоугольников, содержащих в себе элементарные криволинейные трапеции, а s – сумма площадей всех прямоугольников, содержащихся в элементарных криволинейных трапециях.
Любая интегральная сумма ( данного разбиения Т отрезка [а, b] заключена между верхней и нижней суммами  S и s этого


разбиения. Ясно, что верхняя и нижняя суммы будут интегральными суммами для функции f(x) только в том случае, если при всех к Мк и mк являются значениями функции на отрезке [хк-1, хк]. Это, как известно из второй теоремы Вейерштрасса, имеет место для непрерывных функций, но, вообще говоря, не справедливо для произвольной ограниченной функции.
Свойства верхних и нижних сумм.

1. Для любого фиксированного разбиения Т отрезка [а, b] и для любого ( ( 0 промежуточные точки (к([хк-1, хк] можно выбирать так, что интегральная сумма (  будет удовлетворять неравенствам 0 ( S - ( ( (.
Аналогично, точки (к можно выбрать и так, что интегральная сумма ( будет удовлетворять неравенствам 0 ( ( - S ( (.
Действительно, так как Мк=supf(x), то можно указать такую точку (к([хк-1, хк], что будут выполняться неравенства 0 ( Мк - f((к) ( 
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, k = 1, 2, ..., n. Умножая эти неравенства на (хк и суммируя их, получим  0 ( S - ( ( (. Точно так же доказывается вторая часть этого утверждения.

2. Если к разбиению Т отрезка [а, b] добавить новые точки разбиения, то новая верхняя сумма будет не больше S, а новая нижняя сумма будет не меньше s.

3.  Пусть имеются два различных разбиения отрезка [а, b] на части Т1 и Т2. Обозначим верхнюю и нижнюю суммы Дарбу разбиения Т1 через S1 и s1, а верхнюю и нижнюю суммы Дарбу разбиения Т2 через S2 и s2. Тогда s2 ( S1, а s1 ( S2, т.е. ни одна из нижних сумм не превосходит ни одну из верхних сумм, соответствующих различным разбиениям.

Доказательство. Рассмотрим новое разбиение Т3, которое получается объединением разбиений отрезка [а, b] Т1 и Т2. Соответствующие ему нижнюю и верхнюю суммы обозначим s и S. Т.к. разбиение Т3 получается из разбиения Т1 путем добавления к нему новых точек разбиения Т2, то, по свойству (2), s1 ( s. Но с другой стороны, разбиение Т3 получается из разбиения Т2 путем  добавления к нему новых точек разбиения Т1 и значит S ( S2.
Кроме того, из определения верхних и нижних сумм для одного и того же разбиения следует, что s ( S. Следовательно, s1 ( s ( S ( S2, т.е. s1 ( S2. Аналогично доказывается, что s2 ( S1.

4.  Множество {S} верхних сумм данной функции f(x) для всевозможных разбиений отрезка [а, b] ограничено снизу. Множество {s} нижних сумм ограничено сверху.

Доказательство. Зафиксируем одну из нижних сумм s0. По свойству (3) для любого разбиения отрезка [а, b] его верхняя сумма S ( s0. Откуда и следует ограниченность верхних сумм снизу. Аналогично доказывается ограниченность множества нижних сумм сверху. Обозначим J (=inf{S} и J(=sup{s}. Числа J (и J( называются верхним и нижним интегралом Дарбу от функции f(x). легко показать, что J(( J (.

Действительно, для фиксированной нижней суммы s0 и любой верхней суммы S справедливо  неравенство  s0( S, из которого вытекает, что 
s0 ( inf{S}=J (. В то же время для любой нижней суммы s из неравенства s0(J( вытекает J(=sup{s}( J (.

          5. Пусть имеется разбиение Т1 отрезка [а, b] и разбиение Т2, которое получается из Т1 путем добавления р новых точек дробления, s1, S1, s2, S2 – нижние и верхние суммы, соответствующие разбиениям Т1 и Т2. Тогда

S1-S2((M-m)p(, s2-s1((M-m)p(.

Доказательство. S1-S2=
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М2к(х2к. Но если на отрезок разбиения Т1 не попало ни одной новой точки дробления, то слагаемое в S1 и S2, соответствующие этому частичному отрезку, будут одинаковыми и в последней разности взаимно уничтожаются. На остальных частичных отрезках m(M1i(M2i(M поэтому 

S1-S2( 

(xi и в последней сумме не более р слагаемых, таким образом,
S1-S2( (М-m)p(.

Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу J ( и J( от функции f(x) на отрезке [а, b] являются соответственно пределами верхних и нижних сумм при ((0.
( 4. Необходимое и достаточное условие интегрируемости.

Теорема. Для того, чтобы ограниченная на отрезке [а, b] функция f(x) была интегрируема на этом отрезке, необходимо и достаточно, чтобы для любого ( ( 0 нашлось такое разбиение отрезка [а, b] на части, для которого S - s ( (.

Доказательство (необходимость). Пусть функция f(x) интегрируема на отрезке     [а, b] и J- предел интегральной суммы: 

(( ( 0 ( ( ( 0  ( (к ([хк-1, хк]: ((( ((( - J((
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(1)

при любом разбиении отрезка [а, b] на части. Зафиксируем одно такое разбиение отрезка [а, b] на части. По свойству (1) для фиксированного разбиения можно указать две такие интегральные суммы (1 и  (2 (различный выбор точек (к ([хк-1, хк], что S -(1(
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 и (2- s(
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 и при этом (1 и  (2 удовлетворяют неравенству (1). Но тогда 

S - s = (S - (1)+((2 - J)+(J - (2)+((2 - s) и, следовательно, S - s ( (.

Достаточность. Т.к. для любого разбиения Т отрезка [а, b] на части справедливы неравенства s ( J(( J (( S и для любого ( ( 0, согласно условию, можно указать такое разбиение, что S - s ( (, то 0 ( J(-J (( (. В силу произвольного ( ( 0 следует     J(=J (=J. Докажем, что J является пределом интегральных сумм функции f(x). Действительно, в силу леммы Дарбу,  J=
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s, т.е. (( ( 0 ( ( ( 0  (Т (( ( () (   (J - s(
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 и  S-J(
[image: image34.wmf]2
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. Но тогда при ((( будет S-s((, причем s ( J( S. В то же время любая интегральная сумма ( данного разбиения удовлетворяет неравенству s(((S. Отсюда при ( ( (  выполняется (( - J(( (,  что и требовалось доказать.

( 5. Интегрируемость непрерывных, монотонных, 

ограниченных функций.

Теорема. Всякая функция f(x), непрерывная на отрезке [а, b], интегрируема на этом отрезке.
Доказательство. Так как функция f(x) непрерывна на отрезке [а, b], то она равномерно непрерывна на этом отрезке, т.к. (( ( 0 ( ( ( 0 (х(, х((([а, b],
(х(-х((((( ((f(х()-f(х(()((
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(2)

Возьмем теперь любое разбиение Т отрезка [а, b] на части, но такое, что ( ( (. При этом S - s=
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Следовательно, для непрерывной на отрезке [а, b] функции выполнено достаточное условие интегрируемости.

Теорема. Монотонная, ограниченная на отрезке [а, b] функция f(x) интегрируема на этом отрезке.

Доказательство. Пусть f(x) не убывает на отрезке [а, b]. Разобьем отрезок на части, длины которых меньше
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, где ((0.

Тогда S-s=
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 EMBED Equation.2  [image: image44.wmf]å

=

n

k

1

(Mк-mк). Но для неубывающей функции 
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(f(хк)-f(хк-1)) = f(x1) - f(x0) + f(x2) - f(x1) + f(x3) - f(x2) + f(xn) - f(xn-1)=      = f(xn) - f(x0) = f(b) - f(a) и поэтому S - s ( (, т.е. и для монотонной, ограниченной на отрезке [а, b] функции выполнены достаточные условия интегрируемости.

( 6. Основные свойства определенного интеграла.

Рассмотрим некоторые из свойств определенного интеграла:
1.  Будем считать, что
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Этот факт, принимаемый без доказательства, следует рассматривать как распространение понятия определенного интеграла на случай, когда длина отрезка интегрирования равна нулю.
2.  
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            Этот факт, принимаемый без доказательства, дает обобщение понятия определенного интеграла на случай, когда отрезок    [а, b] при а ( b "пробегается" в направлении от b к а.

3.  Значение определенного интеграла не зависит от обозначения переменной интегрирования: 
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Этот результат становится очевидным, если учесть, что интегральная сумма для функции f(x) есть ( =
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f((к)(хк и, следовательно, ее предел не зависит от обозначения аргумента функции f(x).

4.  Если функция f(x) интегрируема на [а, b], то функция Сf(x), где С – const, также интегрируема на [а, b] и 
[image: image53.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

 = С
[image: image54.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(


                     (4).

Доказательство. Интегральные суммы (( и ((( функций f(x) и Cf(x) отличаются лишь постоянным множителем  (((=C((. Т.к. функция f(x) интегрируема на [а, b], то существует 
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((. Поэтому функция C(f(x) интегрируема на [а, b] и справедливо равенство (4).

5. Если функции f(x) и g(x) интегрируемы на  [а, b], то функция f(x)+g(x) также интегрируема на отрезке  [а, b], причем 
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Доказательство. Обозначим (1, (2 и ( интегральные суммы соответственно функций f(x), g(x) и f(x) + g(x), тогда очевидно ( = (1+(2         (6)

Т.к. функции f(x) и g(x) интегрируемы на отрезке  [а, b], то существуют пределы (1 и (2 при ((0, но тогда существует и предел ( при ((0, а поэтому интегрируема функция f(x)+g(x). Переходя в равенстве (6) к пределу при ((0, получим равенство (5).

6. Если функция f(x) интегрируема на отрезке  [а, b] и для всех х([а, b]:      f(x)( 0, то 
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Доказательство. Интегральная сумма для функции f(x) ( =
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7.  Если функции f(x) и g(x) интегрируемы на отрезке  [а, b] и (х([а, b]: f(x)(g(x), то 
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Доказательство.  Так как f(x) и g(x) интегрируемы на отрезке  [а, b], то на этом отрезке интегрируема и функция f(x)-g(x). Но последняя функция неотрицательна на отрезке [а, b] и поэтому 
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8.  Если функция f(x) интегрируема на отрезке [а, b], то на этом отрезке интегрируема и функция (f(x)(, причем (
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Доказательство. Обозначим mk, Mk, M(k и m(k – нижние и верхние грани функций f(x) и(f(x)( соответственно на k-том частичном отрезке. Легко убедиться, что M(k-m(k( Mk-mk. Действительно, если х( и х(( – любые две точки частичного отрезка, то (f(x()(-(f(x(()(((f(x()-f(x(()(( Mk-mk ( M(k-m(k( Mk-mk. Отсюда следует, что S(-s(( S-s. Поэтому, если для некоторого разбиения S-s( (, то для того же разбиения и S(- s(( (, т.е. для функции (f(x)( выполнены условия интегрируемости.
Замечание. Из интегрируемости функции (f(x)( еще не следует интегрируемость функции f(x). 
пример.  для функции D1(х) = 
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,  не интегрируемой на отрезке  [а, b], функция (D1(х)(=1 интегрируема на отрезке [а, b].
Докажем неравенство (8). Из неравенств -(f(x)((f(x)((f(x)( следуют неравенства -
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9. Если функция f(x) интегрируема на отрезках [а, с], [с, b], то она интегрируема и на отрезке  [а, b], причем 
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Доказательство. Разобьем отрезок [а, b] на части так, чтобы точка с оказалась одной из точек дробления (хm=с), то есть а=х0( х1( х2(...( хm-1( с( хm+1(...( xn= b
Тогда  ( =
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f((к)(хк=(1+(2. Т.к. функция f(x) интегрируема на отрезках [а, с] и  [с, b], то при ((0 существуют пределы (1 и (2, равные соответствующим интегралом, стоящим в правой части равенства (9). Но тогда существует и предел ( при ((0; т.е. функция f(x) интегрируема на отрезке [а, b]. Переходя к пределу в равенстве ( =(1+(2 при ((0, получим равенство (9).

Отметим, что верно и обратное утверждение: из интегрируемости f(x) на     [а, b] следует интегрируемость f(x) на [а, с] при любом с, а( с( b.

( 7. Теорема о среднем значении.

Теорема. Пусть f(x) непрерывная на отрезке [а, b] функция. Тогда на [а, b] найдется такая точка с, что выполнено равенство
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b

a

dx

x

f

)

(

= f(c)(b - a)
 (1).
Доказательство. Т.к. f(x) непрерывна, то интеграл от нее существует.

Пусть М=max f(x), m=min f(x). Тогда m( f(x)( M на [а, b] и, по свойству (7),            m(b-a)=
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Так как функция f(x) непрерывна на [а, b], то по теореме Больцано-Коши всякое число между m и M является ее значением на заданном отрезке. Значит, найдется точка с([а, b] такая, что f(c)= 
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О        а                  c               b     x
	Теорема о среднем допускает простое геометрическое истолкование, а именно f(x)(0 площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями у=f(x), х=а, х=в, у=0 равновелика площади прямоугольника с тем же основанием и с высотой, равной ординате кривой в некоторой точке с основания.(m ( ( ( M)


(8. Определенный интеграл с переменным верхним пределом.

Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [а, с]. Рассмотрим интеграл 
[image: image90.wmf]ò

b

a

dt

t

f

)

(

, где а( b( с. Значение этого интеграла зависит от а и b. Если зафиксировать нижний предел а, то интеграл будет функцией своего верхнего предела. Чтобы подчеркнуть этот факт, будет обозначать верхний предел буквой х, а значение интеграла J(x), т.е. J(x)=
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, где функция J(x) определена на отрезке [а, с]. Так как приращение функции J(x) есть

(J=J(x+(x)-J(x)=
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где (((х, х+(х), то((J(=(f(()(x((M((x( (M=sup(f(x)(). Отсюда следует, что 
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(J=0 и, следовательно, функция J(x) непрерывна для непрерывной функции f(x)
Теорема. Производная от определенного интеграла с переменным верхним пределом интегрирования по верхнему пределу равна подинтегральной функции, вычисленной в точке верхнего предела: 
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Доказательство. Как было показано (J=f(()(x, где (((х, х+(х). Отсюда 
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f(()=f(x). Таким образом, справедливо равенство (1). Отметим, что из существования производной функции J(x) следует и ее непрерывность.

Доказанная теорема фактически устанавливает связь между операциями интегрирования и дифференцирования. Она показывает, что функция   J(x)=
[image: image101.wmf]ò

x

a

dt

t

f

)

(

является первообразной для функции f(x).

Но интеграл 
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 существует для всякой непрерывной функции f(x) и поэтому справедлива теорема: Всякая непрерывная функция f(x) имеет первообразные. Одной из них является интеграл 
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( 9. Формула Ньютона-Лейбница.

Как было показано, функция J(x)=
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 является первообразной для подынтегральной непрерывной функции f(x). Но, как известно, всякая другая первообразная F(x) для функции f(x) отличается от первообразной J(x) только постоянным слагаемым, то есть J(x)=F(x)+C. 

Таким образом, 
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Полагая в равенстве (1) х=а, получим
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=F(а)+C=0, т.е. C=-F(а). Следовательно, 
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=F(x)-F(а). В частности, при х=b, имеем
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принята и условная запись F(b)-F(а)=F(x)
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Формула (2) носит название формулы Ньютона-Лейбница. Она позволяет вычислить определенный интеграл от функции f(x), если известна любая первообразная функция F(x). Например,
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(10. Интегрирование по частям в определенном интеграле.

Пусть функции u(x) и v(x) непрерывны на отрезке [а, b] и имеют на этом отрезке непрерывные первые производные u((x) и v((x). Тогда справедливо равенство d(uv) = udv + vdu. Интегрируя это равенство в пределах от а до b, получаем 
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 или по-другому 
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        (1)

Последняя формула носит название формулы интегрирования по частям в определенном интеграле.

Пример. 
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(11. Замена переменной в определенном интеграле.

Пусть функция x=((z) определенна и дифференцируема на некотором промежутке [(, (] и пусть [а, b] – множество всех значений этой функции, причем ((()=а, ((()=b. Пусть, кроме того, функция f(x) непрерывна на отрезке [а, b], тогда
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Доказательство. Т.к. функция f(x) непрерывна на отрезке [а, b], то для нее существует первообразная F(х) и по формуле Ньютона-Лейбница
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Но, как было показано в разделе об интегрировании неопределенного интеграла подстановкой, если функция f(x) имеет своей первообразной функцию F(x), то функция f(((z))(((z)dz=F(((z))
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Сравнивая равенства (2) и (3), приходим к равенству (1).

Пример.
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где x=a sin t,  dx = a cos t dt при х = 0, t = 0, x = a, t = 
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В качестве важного примера рассмотрим интегралы вида 
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Если f(x)–четная функция, то
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. Если f(x)–нечетная функция, то
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(12. Интегральное определение логарифма.

Понятие интеграла позволяет определить некоторые элементарные функции с помощью интеграла. Определим функцию ln x равенством

ln x = 
[image: image147.wmf]ò
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1. Т.к. функция f(t)=
[image: image148.wmf]t

1

 непрерывна в интервале (0, +(), то и интеграл (1) существует в том же интервале изменения х и, следовательно, интервал (0, +() является областью определения функции ln x.

2.  Функция ln x дифференцируема (и поэтому непрерывна) в каждой точке области определения. Действительно, (ln x)(=(
[image: image149.wmf]ò
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.
3.  Функция ln x возрастает в интервале  (0, +(). Это следует из того, что в данном интервале 
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 ( 0, т.е. (ln x)( ( 0.

4.  ln 1=0, т.к. 
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5.  Для любых а ( 0, b ( 0 ln(aв)=ln a+ln b. Для доказательства рассмотрим функцию g(x)=ln ax. Ее производная g((x)=
[image: image153.wmf]x

1

, но тогда ln ax и ln x являются различными первообразными функции 
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 и поэтому ln ax=ln x+с. Полагая в этом равенстве х=1, получаем ln a=с. Таким образом, ln ax=ln x+lna.

Очевидно, методом математической индукции это свойство распространяется на любое конечное число слагаемых.

Из этого равенства ln а=ln
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b=ln
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+lnb, получаем ln
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=ln а-lnb.

6.  Для любого х((0, +() и любого действительного а справедливо равенство (ln (ха))(=
[image: image158.wmf]a
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(аха-1=
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a

=а(ln (х))(=(а ln х)(. Из этого равенства следует, что ln (ха)=а ln х+с, но при х=1, с=0 и мы приходим к нужному равенству.

7.   Множества значений функции ln х есть все множество действительных чисел.

В самом деле, в силу непрерывности функции ln х множество ее значений есть промежуток, но этот промежуток не ограничен сверху и снизу, так как, например, ln 2n = n ln 2, a ln 2-n = -n ln 2.

Следствие. Существует число е такое, что ln e = 1.

Ii. Приложения определенного интеграла.
( 1. Понятие спрямляемой дуги и ее длины.

Пусть дуга АВ кривой Жордана задана уравнениями
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где ((t), ((t) – непрерывные функции на отрезке [t0, T].
	 y      
                                           B

                             Mk
                Mk-1

     A

O    a                                 b    x
	Разобьем отрезок  [t0, T] на произвольное число n  частей точками t0( t1( t2(...( tn=T. Положим хк=((tk), yk=((tk). Образуем вписанную в дугу ломаную, вершинами которой будут точки кривой: М0(х0, у0), М1(х1, у1) , ..., Mn(xn, yn) Обозначим через(ск(–длину k-го звена ломаной, т.к. ск=МкМк-1. Тогда периметр ломаной найдется по формуле: 
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Положим (tk=tk-tk-1, ( = max (tk
Определение. Дуга АВ кривой (1) называется спрямляемой, если существует предел суммы (2)  при ((0, не зависящий от способа дробления отрезка [t0, T] на части, то есть 
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При этом число L называется длиной дуги АВ.

(2. Вычисление длины дуги класса С1.

1.  Теорема 1. Если дуга АВ кривой задана уравнениями
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где t([t0, T], а функции ((t) и ((t) имеют на  [t0, T] непрерывные производные, то АВ кривой спрямляема и ее длина вычисляется по формуле
L=
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Доказательство. Так как функции  ((t) и ((t) на  [t0, T] имеют непрерывные производные, то, применяя теорему Лагранжа, получаем

хк-хк-1=((tk)-((tk-1)=((((k)(tk, (k((tk-1, tk), 

yk-yk-1=((tk)-((tk-1)=((((к)(tk, (к((tk-1, tk).

Поэтому сумма p принимает вид: р=
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(tk  (3). Если заменить в последнем выражении (к на  (k, то преобразованное выражение ( =
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очевидно будет интегральной суммой для интеграла (1). При ((0 сумма (4) будет иметь своим пределом интеграл (2), т. к. функция 
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 непрерывна и интеграл для нее существует. Для того, чтобы доказать, что тот же предел при  ((0 имеет сумма (3), докажем, что 
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Но функция (((t) непрерывна на [t0, T] и поэтому и равномерно непрерывна на этом отрезке, то есть  (( ( 0 ( ( ( 0  (t(, t(( ([t0, T] и (t(-t(((((, мы будем иметь ((к-(к(((, и поэтому (р-(((( 
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2.  Если кривая задана уравнением у=f(x), где х([а, b], а функция f(x) имеет непрерывную производную на отрезке  [а, b], таким образом задачу о вычислении длины дуги кривой у=f(x) можно свести к предыдущей следующим образом: примем х за параметр. Тогда кривая будет задана уравнениями             
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Следовательно, здесь t=x, функция ((х)=f(x) и х([а, b]. Поэтому 

L=
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Если кривая задана уравнениями в полярных координатах ( = f((), то пользуясь формулами перехода 
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 и принимая ( за параметр, получаем

L=
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так как (f(() cos ()' =f((() cos ( -f(() sin (
 (f(() sin ()' =f((() sin (+f(() cos (,

(f(() cos ()()2+(f(() sin ()()2=(f((())2+(f((())2.

Пример. Найти длину дуги одной волны циклоиды 
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Так как здесь t([0, 2(], то L=
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§3. Дифференциал дуги.

Возьмем на дуге АВ кривой у=f(x) произвольную точку М(х, f(x)), где       х([а, b], а функция f(x) имеет непрерывную производную на отрезке [а, b]. Тогда длина дуги АМ будет функцией от х и согласно формуле (5)

L=
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В силу непрерывности подинтегральной функции 
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	Эта формула позволяет дать простое геометрическое истолкование дифференциала дуги, а именно дифференциал дуги численно равен длине отрезка МQ касательной к кривой в точке М, т.е. гипотенузе прямоугольного треугольника с катетами (dx( и (dу(.


( 4. Понятие квадрируемой фигуры и ее площади.

Из элементарной геометрии известно понятие площади многоугольной фигуры.

Площадь многоугольной фигуры Р – это неотрицательное число, обладающее свойствами:

1.  Монотонность. Если Р и Q – две многоугольные фигуры и Р целиком лежит в Q, то площадь Р ( площадь Q.

2.  Аддитивность. Если Р1 и Р2 – две многоугольные фигуры без общих внутренних точек и Р1 ( Р2 означает объединение этих фигур, то площадь (Р1 ( Р2) =     = площадь Р1 + площадь Р2.

3.  Инвариантность. Если многоугольные фигуры Р1 и Р2 равны, то площадь Р1 = площадь Р2.

Распространим теперь понятие площади, сохранив все три свойства, с многоугольных фигур на некоторый более широкий класс фигур.

Эта задача решается следующим образом:

Пусть F – некоторая плоская фигура. Будем рассматривать всевозможные многоугольные фигуры Р, целиком лежащие внутри F, и многоугольные фигуры Q, целиком содержащие F. Фигуры Р будем называть вложенными, а фигуры Q – объемлющими. Площади вложенных фигур ограничены в совокупности сверху, а площади объемлющих фигур ограничены снизу. Поэтому существует точная верхняя грань S(=S((F) = sup (пл. Р) и точная нижняя грань S(=S((F)=inf (пл. Q). Величина S( называется внутренней площадью фигуры F, а S( – ее внешней площадью.

Т.к. пл. Р ( пл. Q, то S( ( S(. Если S( = S(, то их общее значение S называется просто площадью фигуры F. Сама фигура F при этом называется имеющей площадь или квадрируемой.
( 5. Признаки квадратируемости фигур

Теорема 1. Фигура  квадрируема в том и только в том случае, если для любого ( ( 0 найдутся две такие многоугольные фигуры Р ( F и Q ( F, что                                          пл. Q ( пл. P ( (                   (1)

Доказательство (достаточность). Пусть такие фигуры Р и Q существуют, тогда из неравенств пл. Р ( пл. S( ( S( ( пл. Q получаем, что 0 ( S( - S( ( пл. Q -  пл. P ( (, а т.к. ( ( 0 произвольное, то S( = S(. Тогда по определению точных граней для любого ( ( 0 найдутся вложенная фигура Р и объемлющая фигура Q, такие, что                     S( - 
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. Отсюда пл. Q -  пл. P (  (, и следовательно, выполнено условие (1).

Совокупность точек, принадлежащих Q, но не принадлежащих Р, представляет собой многоугольную фигуру площади (пл. Q - пл. P), содержащую границу фигуры F. Поэтому условие теоремы 1 означает, что фигура F квадрируема в том и только в том случае, если ее граница может быть погружена в многоугольную фигуру сколь угодно малой площади.

 Замечание: С помощью этой теоремы легко устанавливается квадрируемость ряда фигур, отличных от многоугольных, например, квадрируемость круга. В качестве Р и Q для круга можно взять правильный вписанный и правильный описанный многоугольники с достаточно большим числом сторон.

Определение. Будем говорить, что некоторое множество (в частности кривая) имеет площадь нуль, если его можно заключить в многоугольную фигуру сколь угодно малой площади. 

Теорему 1 можно теперь сформулировать так: Для того, чтобы фигура F была квадрируемой, необходимо и достаточно, чтобы ее граница имела площадь нуль.

Опираясь на эту теорему, опишем некоторый класс заведомо квадрируемых фигур, достаточно широкий для дальнейших рассмотрений.

Лемма. Всякая спрямленная кривая имеет площадь нуль.
Из этой леммы и теоремы 1 вытекает следующая теорема:

Теорема 2. Всякая плоская фигура (т.е. ограниченное плоское множество), граница которой состоит из одной или нескольких спрямляемых кривых, квадрируема.

Замечание. Укажем еще один класс плоских квадрируемых фигур. Всякая кривая, определяемая уравнением у = f(x), а ( х ( b, где f(x) – непрерывная функция, имеет площадь нуль.
Отсюда в силу теоремы 1, следует, что всякая фигура, граница которой представима в виде конечного числа непрерывных кривых, задаваемых уравнениями вида у = f(x) (или х = f(y)), квадрируема.
(6. Основные свойства квадрируемых фигур. 

1. Аддитивность площади.

Пусть F1 и F2 – две квадрируемые фигуры без общих внутренних точек и F – их объединение. Тогда F тоже квадрируема и пл. F=пл. F1+пл. F2 (2)     

Квадрируемость фигуры F следует из теоремы 1 и того, что ее граница составлена из множества площади нуль, ограничивающих фигуры F1 и F2 (она является частью объединения границ фигур F1 и F2).Остается доказать равенство (2). Для этого рассмотрим многоугольные фигуры Р1 и Р2, вложенные в F1 и F2 соответственно, и многоугольные фигуры Q1 и Q2, объемлющие соответственно F1 и F2. Фигуры F1 и F2  не пересекаются, поэтому площадь многоугольной фигуры, составленной из Р1 и Р2 равна пл. Р1 + пл. Р2. Фигуры Q1 и Q2 (возможно, пересекаются) составляют в объединении фигуру Q, площадь которой не превосходит пл. Q1 + пл. Q2. Таким образом, имеем

пл. Р = пл. Р1 + пл. Р2 ( пл. F ( пл. Q ( пл. Q1 + пл. Q2  и

пл. Р1 + пл. Р2 ( пл. F1 + пл. F2 ( пл. Q1 + пл. Q2.

Так как пл. Q1 - пл. Р1 и пл. Q2 - пл. Р2  могут быть сделаны сколь угодно малыми, то есть пл. Q1 - пл. Р1 ( 
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, пл. Q2 - пл. Р2  ( 
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, то (пл. F - (пл. F1 + пл. F2)(( ( и равенство (1) доказано.

2. Монотонность площади

Пусть F1 и F2 – квадрируемые фигуры такие, что F1 ( F2 . Тогда пл. F1 ( пл. F2.

Доказательство. Так как фигуры F1 и F2 квадрируемые, то для них существуют внутренние и внешние площади. Обозначим их соответственно S1(,  S1(, S2(,  S2(. Причем S1(=S1(=пл. F1, S2(=S2(=пл. F2.  Но из определения внутренней и внешней площадей и условия F1(F2  очевидно, что S1((S2(, S1((S2(, и поэтому пл. F1 ( пл. F2.
( 7. Вычисление площади плоских фигур

1. Площадь криволинейной трапеции.

Рассмотрим криволинейную трапецию F, ограниченную кривыми у = f(x)  (f(x) ( 0 и непрерывна), у = 0, х = а, х = b. Ранее мы определяли площадь ее равенством  S = 
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или S =
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	Вопрос о квадрируемости криволинейной трапеции эквивалентен вопросу об интегрируемости функции f(x) на [а, b]. Действительно, интеграл (2) существует, если для любого ( ( 0 найдется такое разбиение отрезка [а, b] на части, что для верхней и нижней сумм функции f(x), соответствующих  данному разбиению отрезка [а, b] на части справедливо неравенство  S - s ( (                 (3)

С другой стороны, нижняя сумма s геометрически представляет собой площадь 


ступенчатой (прямоугольной) фигуры Р, которая содержится в криволинейной трапеции F, а верхняя сумма S представляет собой площадь ступенчатой фигуры Q, которая содержит криволинейную трапецию F. Но криволинейная трапеция будет квадрируемой, если при любом ( ( 0 найдутся две многоугольные фигуры Р(F и Q(F такие, что (пл. Q - пл. Р) ( (. Последнее неравенство представляет собой условие (3). Так как функция f(x) непрерывна на  [а, b], то для нее, как было доказано, условие (3) выполняется и, следовательно, криволинейная трапеция является квадрируемой фигурой, а ее площадь вычисляется по формуле (2).
Замечание: Если функция f(x) неположительна на отрезке  [а, b], то значение 
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равно взятой с отрицательным знаком площади криволинейной трапеции, ограниченной кривыми у = f(x), у = 0, х = а, х = b, и, следовательно, в этом случае S = -
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	Если же функция f(x) на отрезке  [а, b] меняет знак, то отрезок  [а, b] нужно разбить на части, на каждой из которых функция f(x) знакопостоянна, вычислить на каждой части соответствующую площадь и результаты просуммировать.


Пример. Вычислить площадь, ограниченную эллипсом 
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	Так как фигура, ограниченная эллипсом, симметрична относительно координатных осей, то можно вычислить четвертую часть площади: S'=
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 , х = а sin t, dx = a cos t dt, х = 0, t = 0, x = a, t = 
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Таким образом, S =( ab ед2. Очевидно, при b = а, S = (a2, то есть площадь круга радиуса а равна ( a2 ед2.

2. Площадь фигуры, ограниченной пересекающимися кривыми.

	  y

             S1

                          S

                                                   S2

 O     a                              b           x      
	Рассмотрим плоскую фигуру, ограниченную кривыми у = f(x) (S1) и у = ((х) (S2), пересекающимися в двух точках    х = а и х = в. Если функции f(x) и ((х) непрерывны на отрезке [а, в], то площадь, ограниченную кривыми у = f(x) и у = ((х) можно рассматривать как разность площадей двух криволинейных трапеций: S = S1-S2: S =
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3. Площадь криволинейного сектора

Пусть кривая L задана в полярной системе координат уравнением       ( = f((), где ( ( ( ( (. Предполагается, что функция f(() ( 0 и непрерывна на отрезке [(, (].
Определение. Плоская фигура, ограниченная кривой L, и лучами ( =( и ( =( называется криволинейным сектором.
Теорема. Криволинейный сектор является фигурой квадрируемой и его площадь вычисляется по формуле S = 
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(1)

Доказательство. Разобьем отрезок [(, (] на части точками (=(0((1((2( ... ((n=(. Лучами ( = (к, k = 1,…, n криволинейный сектор разобьем на n частичных криволинейных секторов. Положим rk = inf f(() и Rk = sup f((). Для каждого частичного отрезка [(к-1, (к] построим круговые секторы с радиусом rk и Rk. В результате получим две веерообразные фигуры, одна из которых содержится в криволинейном секторе и имеет площадь               s' =  
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(2),

а вторая содержит в себе криволинейный сектор и имеет площадь 

S' =  
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(3).
Очевидно, s' – нижняя сумма Дарбу для функции 
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f 2((), а  S' – верхняя сумма Дарбу функции 
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f 2(() для данного разбиения отрезка [(, (] на части. Но функция  
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1

f 2(() интегрируема на  [(, (] в силу ее непрерывности и, следовательно, для любого ( ( 0, S' - s' ( 
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 при соответствующем разбиении отрезка  [(, (] на части. Так как круговые секторы есть фигуры квадрируемые, то будут квадрируемы и веерообразные фигуры, а поэтому в первую можно вписать такую многоугольную фигуру Р, что (S' - пл. Р) ( 
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       (4),

а около второй можно описать такую многоугольную фигуру Q, что (пл. Q - s') ( 
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e

. Таким образом, для любого ( ( 0 оказалось возможным указать такие многоугольные фигуры Р, вписанную в криволинейный сектор, и Q, описанную около криволинейного сектора, что (пл. Q - пл. Р) ( ( и, следовательно, криволинейный сектор есть фигура квадрируемая. Но S = 
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 и теорема доказана.
Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой  ( = а(1 + cos().
	
                       O                            l    


	Решение: Так как рассматриваемая фигура симметрична относительно полярной оси Оl, то можно вычислить площадь верхней половины, а результат удвоить. При этом ( изменяется от 0 до (, а площадь будет вычислена по формуле:


S = 2(
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( 8. Вычисление объемов тел вращения
Элементарная геометрия позволяет находить объемы только некоторых тел. Задача о вычислении объемов тел в общем случае может быть решена только с помощью теории кратных интегралов.Здесь мы рассмотрим применение определенного интеграла к вычислению только объемов тел вращения.

	                 z  
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                               A       M      B                

                                a         x      b

                    O                                       x  

y                                                              
	Пусть вокруг оси Oх вращается криволинейная трапеция, ограниченная осью Oх, прямыми х = а и х = b и дугой АВ кривой у = f(x), где f(x) – непрерывная, неотрицательная на отрезке [а, b] функция. Тогда эта трапеция опишет тело, являющегося телом вращения. Отрезок  [а, b] произвольным образом разобьем на n частей точками: а=х0(х1(х2(...(хn=b. Через каждую точку хк , к = 1, …,  n проведем плоскость, перпендикулярную оси 


Oх. Тогда все тело разобьется на n слоев.Так как при рассматриваемом вращении криволинейной трапеции каждая точка  М(х, f(x)) дуги АВ описывает окружность, центр которой лежит на оси Ox, а радиус есть у = f(x), то сечение тела вращения плоскостью, перпендикулярной оси Oх и соответствующей абсциссе х, представляет собой круг радиуса у = f(x) и, значит, его площадь S(x) = ( y2 = ( f 2(x).

На каждом частичном отрезке [хк-1, хк] выберем произвольную точку (к. Каждый из слоев заменим цилиндром, основанием которого служит круг радиуса            у = f((к), а высотой – длина частичного отрезка  [хк-1, хк], т.е. (хк = [хк, хк-1]. Тогда объем к-го цилиндра будет равен произведению ( f 2((к) (хк, а сумма объемов совокупности всех цилиндров равна сумме ( = 
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Назовем объемом рассматриваемого тела вращения предел суммы (, когда   ( = max (xк стремится к нулю, если он существует и не зависит ни от способа разбиения отрезка [а, b] на части, ни от выбора точек (к на каждом частичном отрезке.

Таким образом, по определению 

V = ( 
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Но сумма ( есть интегральная сумма для функции f 2(x) на отрезке [а, b]. А так как функция f 2(x) непрерывна, то предел (1) существует и равен определенному интегралу от функции f 2(x).

Значит, объем V данного тела определяется по формуле

V = (
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Пример. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Oх криволинейной трапеции, ограниченной осью Oх, кривой у 2=х и прямой х = 1.

	                  z     

                  O

                                        1               y

          x 
	Решение. Здесь f 2(x) = y 2 = x, а = 0,  в = 1 и V = ( 
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Замечание: Очевидно, что аналогичным способом можно вычислить объемы тел, полученных вращением криволинейных трапеций вокруг оси Oу.
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