Дорофеев В. А.
Использование информационных технологий при изучении интерполяционной формулы лагранжа
В связи с развитием информатики возникла необходимость пересмотра учебных планов и программ по изучению дисциплины «Математика», а также появления «Вычислительной математики» как отдельного математического курса. Таким образом, возникла возможность детального изучения некоторых разделов и тем, не рассматриваемых ранее в курсах математики и математического анализа или изучаемых весьма поверхностно, фактически только в ознакомительном плане. К такого рода вопросам относится и задача интерполирования функций при помощи интерполяционной формулы Лагранжа.

Автор в настоящей работе преследовал следующие цели: 

· Компактно изложить теоретический материал построения интерполяционной формулы Лагранжа.
· Проиллюстрировать на примере способы построения интерполяционного многочлена Лагранжа.

· Показать, как при использовании информационных технологий возможно увеличить наглядность иллюстрации построения интерполяционного многочлена Лагранжа и вместе с тем значительно упростить решение поставленных задач.

Рассмотрим сначала теоретические основы построения интерполяционной формулы.

Пусть для некоторой функции f(x), определённой на [a, b] вычислены (m+1) её значений в точках x0, x1, …, xm: f(x0), f(x1), f(xm) и требуется по этим значениям вычислить значение f(x) при некотором новом значении x. В этом состоит простейшая задача интерполирования. Обычно задачу понимают так: ищется многочлен L(x)  наинизшей  степени,  который  в  заданных  точках xi    (i=0,1,…,m), называемых узлами интерполирования, принимает те же значения f(xi), что и функция f(x), и приближённо полагают для любого x из    [a, b]  f(x)(L(x).

 
Подобное приближённое равенство называется интерполяционной формулой. Итак, нужно прежде всего найти интерполяционную формулу, а затем при определённых предположениях относительно функции f(x) - оценить погрешность приближённой формулы.


Для отыскания многочлена L(x), удовлетворяющего условиям

L(xi) = f(xi)  (i=0,1,…,m),

удобно ввести базисный многочлен m-й степени lk(x), k=0,1,…,m, который, соответственно индексу, принимает значение 1 при x = xk и обращается в 0 при x=xi, если i ( k. Необходимо учитывать, что индекс этого многочлена, в отличие от общепринятых обозначений многочленов, указывает не степень, а номер многочлена k.

Конкретизируем многочлен lk(x). Так как при при x=xi, если i ( k имеет место lk(x)=0, то его можно записать в виде:
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так как при x = xk имеет место lk(x)=1, то подставляя в выражение lk(x) значения x = xk и приравнивая результат единице, получим:
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В результате получим:
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а многочлен L(x)= 
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вычисляется по формуле:
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Тогда многочлен 
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 удовлетворяет всем из условий L(xi)=f(xi). Степень этого многочлена не выше m и значит условиями L(xi)=f(xi) он определяется однозначно;  его называют  интерполяционным многочленом Лагранжа, а приближённое равенство f(x)(L(x)- интерполяционной формулой Лагранжа.

многочлен lk(x)  можно записать более сжато, если ввести выражение вида w(x)=(x-x0)(x-x1)…(x-xm), обращающееся в 0 в узлах интерполирования     x0, x1 ,…, xm.

Покажем это: 
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   (x(xk),  а            

(xk-x0)…(xk-xk-1)(xk-xk+1)…(xk-xm)= 
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Таким образом, 
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Пример. Пусть заданы координаты точек A(2,0), B(4,3), C(6,5) D(8,4), E(10,1). Найти уравнение линии, проходящей через эти точки.


Решение: будем искать многочлен в виде
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Вспомогательный многочлен выглядит следующим образом:

w(x)=(x-2)(x-4)(x-6)(x-8)(x-10),

тогда w’(x)=(x-4)(x-6)(x-8)(x-10)+(x-2)(x-6)(x-8)(x-10)+(x-2)(x-4)(x-8)(x-10)+

+(x-2)(x-4)(x-6)(x-10)+(x-2)(x-4)(x-6)(x-8).

Получим следующие значения производных функции w(x) в узловых точках:

w’(2)=384,   w’(4)=-96,   w’(6)=64,   w’(8)=-96,   w’(10)=384.

Подставляя полученные значения в формулу (3), получим:


[image: image12.wmf])

10

)(

8

)(

6

)(

4

(

384

0

)

(

-

-

-

-

=

x

x

x

x

x

L

+
[image: image13.wmf])

10

)(

8

)(

6

)(

2

(

96

3

-

-

-

-

-

x

x

x

x

+

+
[image: image14.wmf])

10

)(

8

)(

4

)(

2

(

64

5

-

-

-

-

x

x

x

x

+
[image: image15.wmf])

10

)(

6

)(

4

)(

2

(

96

4

-

-

-

-

-

x

x

x

x

+

+
[image: image16.wmf])

8

)(

6

)(

4

)(

2

(

384

1

-

-

-

-

x

x

x

x

=[image: image17.wmf] - 

 + 

 - 

 + 

1

128

x

4

19

96

x

3

47

32

x

2

65

24

x

1


Следовательно, искомой функцией является парабола четвертого порядка
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В заключении рассмотрим изложенный выше пример способа построения интерполяционного многочлена Лагранжа с использованием информационных технологий. В нашем случае используется математический пакет программ Waterloo Maple 10.0. при использовании интерактивной доски во время занятий наглядно демонстрируется построение графика исследуемой функции и построение самой искомой функции, в нашей статье мы, к сожалению, можем продемонстрировать лишь конечный результат исследования в силу того, что изложение происходит на бумаге.
Для процедуры построения графика многочлена и отображения табличных значений функции можно воспользоваться программой:

> plot_interp:=proc(ff,X,Y,t)
  local a,b,x,p,i;

  p:=[X[1], Y[1]];

  for i from 2 to nops(X) do

     p:=p,[X[i], Y[i]]

  od;

  p:=[p];

  a:=X[1];

  b:=a;

  for x in X do

     if a>x then a:=x fi;

     if b<x then b:=x fi;

  od;

  plot( [ff(t),p], t=a..b, style=[LINE,POINT], color=[BLACK, BLACK], symbol=DIAMOND, symbolsize=30 );

end proc:

итак, рассмотрим пример:
#   ПРИМЕР
> X1:=[2, 4, 6, 8, 10]; Y1:=[0, 3, 5, 4, 1];
    [image: image19.wmf] := 
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[image: image20.wmf] := 
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> L:=interp(X1,Y1,x); # интерполяция методом Лагранжа
plot_interp(L,X1,Y1,x);
[image: image21.wmf] := 
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[image: image22.png]0




Для более подробного раскрытия процедуры построения формулы используем модуль

> with(CurveFitting):
> X1:=[2, 4, 6, 8, 10]; Y1:=[0, 3, 5, 4, 1];
    [image: image23.wmf] := 
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[image: image24.wmf] := 
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> L:=PolynomialInterpolation(X1, Y1, x, form=Lagrange );

expand(L);

plot_interp(L,X1,Y1,x);
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Таким образом, при использовании информационных технологий (интерактивной доски, программных пакетов) возможно увеличить наглядность иллюстрации построения интерполяционного многочлена Лагранжа, что положительно влияет на процесс усвоения учебного материала, и, вместе с тем, значительно упростить и ускорить решение поставленных задач, что позволит учащимся более широко  и глубоко изучить данный материал.
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