Дорофеев В. А.
Использование информационных технологий

в курсе «Численные методы» в высшей школе.

В связи с введением "Численных методов" как отдельного математического курса возникла возможность детального изучения некоторых разделов и тем, не рассматриваемых ранее в курсах высшей математики и математического анализа или изучаемых весьма поверхностно, фактически только в ознакомительном плане. К такого рода вопросам относятся и задачи интерполирования функций. В данной работе рассматриваются два различных метода построения таких функций: интерполяционная формула Лагранжа и интерполяционная формула Ньютона.
Авторы в настоящей работе преследовали следующие цели: 

· Компактно изложить теоретический материал построения интерполяционных формул.

· Проиллюстрировать на примерах способы построения интерполяционных многочленов.
· Показать, как при использовании информационных технологий возможно увеличить наглядность иллюстрации построения интерполяционных многочленов и вместе с тем значительно упростить решение поставленных задач.

Рассмотрим сначала теоретические основы построения интерполяционных формул.
1. Интерполяционная формула Лагранжа.


Пусть для некоторой функции f(x), определённой на [a, b] вычислены (m+1) её значений в точках x0, x1, …, xm: f(x0), f(x1), f(xm) и требуется по этим значениям вычислить значение f(x) при некотором новом значении x. В этом состоит простейшая задача интерполирования. Обычно задачу понимают так: ищется многочлен L(x)  наинизшей  степени,  который  в  заданных  точках xi (k=0,1,…, m), называемых узлами интерполирования, принимает те же значения f(xi), что и функция f(x), и приближённо полагают для любого x из [a, b]  f(x)(L(x).

 
Подобное приближённое равенство называется интерполяционной формулой. Итак, нужно прежде всего найти интерполяционную формулу, а затем при определённых предположениях относительно функции f(x) - оценить погрешность приближённой формулы.


Для отыскания многочлена L(x), удовлетворяющего условиям
L(xi) = f(xi)  (i=0,1,…,m),
удобно ввести базисный многочлен m-й степени lk(x), k=0,1,…,m, который, соответственно индексу, принимает значение 1 при x = xk и обращается в 0 при x=xi, если i ( k. Необходимо учитывать, что индекс этого многочлена, в отличие от общепринятых обозначений многочленов, указывает не степень, а номер многочлена k.
Конкретизируем многочлен lk(x). Так как при при x=xi, если i ( k имеет место lk(x)=0, то его можно записать в виде:
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так как при x = xk имеет место lk(x)=1, то подставляя в выражение lk(x) значения x = xk и приравнивая результат единице, получим:
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В результате получим:
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а многочлен L(x)= 
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вычисляется по формуле:
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Тогда многочлен 
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 удовлетворяет всем из условий L(xi) = f(xi). Степень этого многочлена не выше m и значит условиями L(xi)=f(xi) он определяется однозначно;  его называют  интерполяционным многочленом Лагранжа, а приближённое равенство f(x)(L(x)- интерполяционной формулой Лагранжа.

многочлен lk(x)  можно записать более сжато, если ввести выражение вида

w(x)=(x-x0)(x-x1)…(x-xm),
обращающееся в 0 в узлах интерполирования  x0, x1 ,…, xm.

Покажем это: 
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   (x(xk)  а            

(xk-x0)…(xk-xk-1)(xk-xk+1)…(xk-xm)= 
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Таким образом, 
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Дополнительный член формулы Лагранжа.


оценим разность f(x)-L(x), где x-любое фиксированное значение из отрезка (a, b(, отличное от узлов интерполирования. Предположим, что функция  f(z) на этом отрезке имеет производные всех порядков до (m+1)-го включительно. Какова бы ни была постоянная К, функция вида

((z)=f(z)-l(z)-Kw(z)

тоже имеет (m+1) производных и к тому же обращается в 0 в узлах xi  (i=0,1,…,m). выберем постоянную K так, чтобы и при z = x было ((x)=0,т.е. положим
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     (4), (так как x(xi, то w(x)(0 ).

По теореме Ролля в (m+1) промежутках между m+2  корнями x, x0, x1, …, xm функции ((z) найдётся m+1 различных корней её производной ('(z). Применяя снова теорему Ролля к функции ('(z)  и к m промежуткам  между её  (m+1) корнями, установим существование m различных корней второй производной и так далее. Продолжая это рассуждение, на (m+1)-ом его  шаге придём к существованию корня (  (m+1)-й производной  ((m+1)(z), так что:

((m+1)(()=0   (a<(<b)  (5).

 Но L(m+1)(z)(0  ибо степень многочлена  L(z) не выше m, a w(m+1)(z)((m+1)!     Учитывая определение вспомогательной функции ((z), имеем:

((m+1)(z)=f(m+1)(z)-K(m+1)!

Так что из (4) получается, что 
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[image: image13.wmf])

(

)!

1

(

)

(

)

(

)

(

)

1

(

x

w

m

f

x

L

x

f

m

+

+

=

+

x

   (a<(<b)  (6).
Это интерполяционная формула Лагранжа с дополнительным членом. В отличие от f(x)(L(x) она является точной.

Если на отрезке [a, b]   
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, получаем такую оценку для погрешности формулы f(x)(L(x): 
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2. Интерполяционные формулы Ньютона.


Пусть f(x0), f(x1), f(xn) - (n+1) значений некоторой функции y=f(x), определённой на [a, b], которые вычислены в узловых точках x0, x1, …, xn. При этом функция y=f(x) задана на сетке равностоящих узлов интерполирования xk=kh (k=0,1,…, n) и для нее построена таблица конечных разностей.

Конечные разности представляют собой выражения вида:
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вплоть до k-го порядка включительно (при этом 
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Таблица конечных разностей.
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Будем строить интерполяционный многочлен Pn(x) в виде:
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Его n+1 коэффициент 
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 находится из n+1 интерпо​ляци​он​ных равенств 
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 (i=0,1,…, n) следующим образом: пусть i=0, x=x0, тогда 
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Аналогичными рассуждениями, при i=1 выводится равенство
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в которое подставим уже найденное значение а0=у0. Разрешая полученное равенство относительно а1 получим 
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При i=2 имеем: 
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 и в результате получим: 
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В итоге, аk коэффициент вычисляется по формуле: 
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 (это можно доказать, применив метод математической индукции). Подставляя найден​ные коэффициенты 
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Полученный многочлен называется первым интерполяционным многочленом Ньютона.

Так как каждое слагаемое многочлена, начиная со второго, содержит множитель 
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 и многочлен Ньютона примет вид:
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Полученная формула называется первой интерполяционной формулой Ньютона.

Первая интерполяционная формула Ньютона обычно приме​няется при значениях 
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Так как реально степени интерполяционных многочленов бывают не так велики, в то время как таблицы значений функций достаточно обширны, и так как в реальной числовой таблице нет никаких индексов - номеров узлов, то за базовый для формулы (3) узел 
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 можно принимать узел, ближайший к за​дан​ной фиксированной точке x, если за ним имеется достаточное число узлов для построения необходимых для (3) разностей. Поскольку в первой формуле Ньютона используются исходящие диагонали таблицы конечных разностей (см. таб.), то такое смещение узла, принимаемого за базовый, в конце таблицы будет неприемлемо.


Учёт этого обстоятельства приводит к потребности в симметричной, в определённом смысле слова, формулы для (3), которая была бы пригодной для интерполирования в конце таблицы. Для этого, в отличие от (1), форма интерполяционного многочлена 
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 берётся такой, которая предусматривает поочерёдное подключение узлов в обратном порядке: сначала последний, потом предпоследний и так далее, то есть
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Его коэффициенты 
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 (i=0,1,…, n) аналогичным выше изложенному способом, но подстановка узловых точек вместо х и рассмотрение интерполяционных равенств производится в обратном порядке. Подставляя найден​ные коэффициенты 
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 в формулу (*) получим многочлен


[image: image74.wmf])

)...(

(

!

...

)

)(

(

!

2

)

(

)

(

1

0

1

2

2

2

1

x

x

x

x

h

n

y

x

x

x

x

h

y

x

x

h

y

y

x

P

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

-

-

D

+

+

-

-

D

+

-

D

+

=

-

-

-

   (5)

Полученный многочлен называется вторым интерполяционным многочленом Ньютона в котором базовым является узел xn и коэффициенты которого определяются конечными разностями, расположенными на восходящей от yn диагонали.

вторая интерполяционная формула Ньютона имеет вид):
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Вторая интерполяционная формула Ньютона обычно приме​няется при значениях 
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, для интерполирования назад при 
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, то есть в окрестности узла xn. 

Дополнительный член формулы Ньютона.


Конечноразностный многочлен Ньютона является одной из форм представления интерполяционного многочлена Лагранжа, поэтому справедливо представление остаточного члена в форме Лагранжа.

То есть, многочлен w(x) - вспомогательный многочлен формулы Лагран​жа,с учетом того, что m=n,  преобразуется к 
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 (новой переменной) следую​щим образом: w(x)=(x-x0)(x-x1)…(x-xm) =
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- для первой интерполяционной формулы Ньютона,
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- для второй интерполяционной формулы Ньютона.

В итоге точное равенство имеет вид: f(x)=Pn(x+qh)+Rn(x+qh).

Рассмотрим теперь на примерах способы построения интерполяционных многочленов.


Пример 1. Пусть заданы координаты точек A(2,0), B(4,3), C(6,5) D(8,4), E(10,1). Найти уравнение линии, проходящей через эти точки.


Решение: будем искать многочлен в виде
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Вспомогательный многочлен выглядит следующим образом:

w(x)=(x-2)(x-4)(x-6)(x-8)(x-10),
тогда w’(x)=(x-4)(x-6)(x-8)(x-10)+(x-2)(x-6)(x-8)(x-10)+(x-2)(x-4)(x-8)(x-10)+

+(x-2)(x-4)(x-6)(x-10)+(x-2)(x-4)(x-6)(x-8).

Получим следующие значения производных функции w(x) в узловых точках:
w’(2)=384,   w’(4)=-96,   w’(6)=64,   w’(8)=-96,   w’(10)=384.

Подставляя полученные значения в формулу (*), получим:
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Следовательно, искомой функцией является парабола четвертого порядка у=[image: image89.wmf] - 
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Пример 2. Используя таблицу значений,

	х
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	у
	3
	7
	13
	21
	31
	43
	57


 построить функцию и найти ее значение при х=3,1, применив интерполяционную формулу Ньютона.

Решение: построим таблицу конечных разностей для данных значений
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Построим многочлен для данной таблицы:
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Подставим значения из таблицы конечных разностей:
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- первый многочлен Ньютона.
найдем значение функции при х=3,1, применив первую интерполяционную формулу Ньютона:
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интерполяционная формула Ньютона для этого случая имеет вид:


[image: image100.wmf])

1

(

!

2

)

(

0

2

0

0

0

2

-

D

+

D

+

=

+

q

q

y

y

q

y

qh

x

P

,

[image: image101.wmf]71

,

13

2

2

)

1

1

,

0

(

1

,

0

8

1

,

0

13

)

1

,

3

(

2

=

×

-

+

×

+

=

P

.

Таким образом, значение функции при х=3,1 равно 13,71.


В заключении рассмотрим изложенные выше примеры способов построения интерполяционных многочленов с использованием информационных технологий. В нашем случае используется математический пакет программ Waterloo Maple 10.0. при использовании интерактивной доски во время занятий наглядно демонстрируется построение графиков исследуемых функций и построение самих искомых функций, в нашей статье мы, к сожалению, можем продемонстрировать лишь конечный результат исследования в силу того, что изложение происходит на бумаге.
Для процедуры для построения графика многочлена и отображения табличных значений функции можно воспользоваться программой:
> plot_interp:=proc(ff,X,Y,t)
  local a,b,x,p,i;

  p:=[X[1], Y[1]];

  for i from 2 to nops(X) do

     p:=p,[X[i], Y[i]]

  od;

  p:=[p];

  a:=X[1];

  b:=a;

  for x in X do

     if a>x then a:=x fi;

     if b<x then b:=x fi;

  od;

  plot( [ff(t),p], t=a..b, style=[LINE,POINT], color=[BLACK, BLACK], symbol=DIAMOND, symbolsize=30 );

end proc:
итак, рассмотрим изложенные выше примеры:
#   ПРИМЕР 1

> X1:=[2, 4, 6, 8, 10]; Y1:=[0, 3, 5, 4, 1];
    [image: image102.wmf] := 
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> L:=interp(X1,Y1,x); # интерполяция методом Лагранжа
plot_interp(L,X1,Y1,x);
[image: image104.wmf] := 
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[image: image105.png]0




Для более подробного раскрытия процедуры построения формулы используем модуль

> with(CurveFitting):
> X1:=[2, 4, 6, 8, 10]; Y1:=[0, 3, 5, 4, 1];
    [image: image106.wmf] := 

X1

[

]

,

,

,

,

2

4

6

8

10


[image: image107.wmf] := 
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> L:=PolynomialInterpolation(X1, Y1, x, form=Lagrange );

expand(L);

plot_interp(L,X1,Y1,x);
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Для построения многочлена с использованием формулы Ньютона вновь используем модуль (with(CurveFitting))

#   ПРИМЕР 2

> with(CurveFitting):

> X2:=[ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ]; Y2:=[ 3, 7, 13, 21, 31, 43, 57];
[image: image110.wmf] := 
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> N:=PolynomialInterpolation(X2, Y2, x, form=Newton );

expand(N);

plot_interp(N,X2,Y2,x);
[image: image112.wmf] := 

N

 + 

(

)

 + 

x

2

(

)

 - 

x

1

3


[image: image113.wmf] + 

 + 

1

x

x

2


x:=3,1
y:=13,71.
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Таким образом, при использовании информационных технологий (интерактивной доски, программных пакетов) возможно увеличить наглядность иллюстрации построения интерполяционных многочленов, что положительно влияет на процесс усвоения учебного материала, и, вместе с тем, значительно упростить и ускорить решение поставленных задач, что позволит студентам более широко  и глубоко изучить данный материал.
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