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Приближенное вычисление определенных интегралов 

Для приближённого вычисления определённого интеграла 
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 разобьём отрезок интегрирования [a,b] на n равных частей точками x0=a, x1=x0+h,…, xi+1=xi+h,…,xn=b (h - шаг разбиения, 
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). Значения функции f(x) в точках разбиения xi обозначим yi. Непрерывная подинтегральная функция y=f(x) заменяется сплайном (кусочно-полиномиальной функцией) S(x), аппроксимирующей данную функцию. Интегрируя функцию на отрезке [a,b], придём к некоторой формуле численного интегрирования (квадратурной формуле).


В зависимости от функции  S(x), аппроксимирующей подинтегральную функцию, будем получать различные квадратурные формулы.

Формула прямоугольников:
Если на каждой части 
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[image: image5.wmf]деления отрезка [a,b] функцию f(x) заменить функцией, принимающей постоянное значение, равное, например, значению функции f(x) в серединной точке i-й части, то есть 
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  то функция  S(x) будет иметь ступенчатый вид: 
[image: image7.wmf]n

i

x

x

x

x

f

y

x

S

x

S

i

i

i

n

i

n

i

i

n

i

i

,

1

),

,

(

),

(

)

(

)

(

1

1

1

1

2

1

2

1

=

Î

=

=

=

-

-

=

=

-

=

å

å

å

.

В этом случае 
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 и получаем квадратурную формулу прямоугольников
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Погрешность квадратурной формулы оценивается величиной остаточного члена R(h), зависящего от шага разбиения h (или от числа разбиений n).
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Если 
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. Заменим h на x и проинтегрируем неравенство на отрезке [0, h]:
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Но легко заметить, что 
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. Получаем общую погрешность на [a, b]
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 (так как hn= b - a).
Формула трапеций: 
Если функцию f(x) на каждом отрезке [xi-1, xi] заменить её линейной интерполяцией по точкам (xi-1,yi-1),(xi,yi) то получим непрерывную кусочно-линейную функцию
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf])
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Здесь yi=f(xi). Графиком этой функции является ломаная линия. В этом случае
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и получаем квадратурную формулу трапеций:
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таким образом:
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Оценка погрешности этой формулы:
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тогда 
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а общая погрешность на [a, b] тогда равна
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Формула Симпсона (парабол):
Рассмотрим точки A(-h, y-1),  B(0, y0), C(h, y1). Уравнение параболы, проходящей через эти точки, имеет вид: y=a+bx+cx2.
Составим систему, выражающую координаты каждой из точек A, B и C через уравнение параболы, то есть систему вида:
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                            (3)
Площадь параболы, проходящей через точки A, B, и С вычисляется по формуле: 
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Из (3), сложив первое и третье  равенства, найдём:
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Откуда
2ch2=y-1-2y0+y1
и тогда
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Рассмотрим теперь функцию y=f(x), заданную на [a,b]. Требуется вычислить 
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. Разобьём отрезок [a,b] на 2n отрезков a=x0<x1<…<x2n=b. Заменим дугу кривой y=f(x) (
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) параболой, проходящей через эти точки и тогда площадь первой криволинейной трапеции, ограниченной сверху параболой на отрезке [x0, x2], будет вычисляться по формуле:
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Вычислим площадь следующей криволинейной трапеции на [x2, x4]: 
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и так далее. Искомая площадь будет приближённо равна:
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в результате получим:
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Оценка погрешности для формулы Симпсона (без вывода):
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