Интегральное исчисление функций одной переменной.
Неопределенный интеграл.
I. Определение и свойства неопределенного интеграла.
§1. Понятие первообразной и неопределенного интеграла.
Пусть функция f(x) определена в некотором промежутке X (на отрезке, в конечном или бесконечном интервале или полуинтервале).




Определение 1.1. Функцию F(x) называют первообразной функции f(x) в промежутке X, если F(x) дифференцируема в этом промежутке и для любого  значение производной F'(x) совпадает со значением функции f(x), то есть F'(x) = f(x)  (или  ).      (1.1)


Если , то под дифференцируемостью функции в граничных точках  отрезка понимают существование правосторонней и левосторонней производных соответственно.



Пример 1.1. Функция  является первообразной функции  на всей числовой прямой .








Пример 1.2. Для функции , определённой при , первообразной будет функция  (действительно,  Несмотря на то, что функция  определена при  первообразной функции  она является лишь в интервале (0,.




Пример 1.3. Функция  является первообразной функции  в промежутках   и 




Пример 1.4. Первообразной функции  при  будет функция , так как .
Замечание 1.1 Если функция f (x) имеет первообразную, то эта первообразная не единственна.





Пример 1.5. Для функции  помимо  первообразными будут и функции  и вообще  где С - произвольное постоянное число, поскольку 



 Теорема 1.1 Дифференцируемые в промежутке X функции F(x) и Ф(x) будут в этом промежутке первообразными одной и той же функции  тогда и только тогда, когда разность их значений для любого  постоянна, то есть 



	Доказательство: Если F(x) - некоторая первообразная функции f(x) в промежутке X, то, согласно определению 1.1,  Но тогда и функция Ф(x) = F(x) - C  (C = const) также является первообразной функции f(x) в этом промежутке, поскольку

Ф'(x)=(F(x)-C)'=




	Обозначим  и найдём производную  Но в силу признака постоянства дифференцируемой функции, вытекающего из теоремы Лагранжа, равенство  означает, что . Итак, доказана эквивалентность (1.2) тому, что функции F(x) и Ф(x) могут быть первообразными лишь одной и той же функции. Доказательство завершено.
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Из теоремы 1.1 следует, что для заданной функции f(x) достаточно найти в рассматриваемом промежутке какую-либо первообразную F(x), чтобы знать все первообразные функции f(x) в этом промежутке, поскольку они отличаются от F(x) лишь постоянными слагаемыми. Геометрически это означает, что если построен график первообразной 





функции f(x) в промежутке X, то графики всех остальных первообразных можно получить параллельным сдвигом этого графика вдоль оси ординат вверх на произвольное расстояние С > 0  или вниз (когда C < 0). При этом для произвольной точки  тангенс угла  наклона касательной к графику функции F(x)  

Чтобы из множества графиков первообразных F(x)+C выбрать одну кривую, достаточно задать координаты одной из точек кривой, например точки  Тогда из условия y0 = F(x) + C получим С = y0 -F(x0).


	Определение 1.2. Множество всех первообразных функции f(x) в некотором промежутке называют неопределённым интегралом от этой функции в данном промежутке и обозначают . При этом символ именуют знаком интеграла, f(x) - подынтегральной функцией, f(x)dx- подынтегральным выражением, а x - переменным интегрирования.
	Если F(x) - какая-либо первообразная функции f(x) в рассматриваемом промежутке, то правомерна запись

             (1.3)
где C - произвольная постоянная величина, называемая обычно постоянной интегрирования. Правая часть (1.3) определяет бесконечное множество, состоящее из элементов F(x) + C. Однако обычно фигурные скобки в (1.3) опускают и пишут просто

             (1.4)


понимая под  произвольный элемент этого множества. В данном случае ситуация аналогична обозначению символом  не только функции, но и её значения в точке x.
	По определению 1.1 первообразной она является дифференцируемой, а, значит, и непрерывной функцией в рассматриваемом промежутке. Поэтому неопределённый интеграл при фиксированной значении произвольной постоянной C является в этом промежутке непрерывной и дифференцируемой функцией переменного интегрирования. Произвольность (неопределённость) выбора постоянной и объясняет название интеграла. 
Утверждение 1.1. Всякая непрерывная в промежутке X функция имеет первообразную в этом промежутке.


	Пример 1.6. Найти какую-либо первообразную  функции  и её неопределённый интеграл.




Решение: Эта функция непрерывна в полуинтервале  и, согласно утверждению 1.1, имеет в нём первообразную. Так как  при , то одной из первообразной заданной функции в силу определения 1.1 будет функция , а неопределённый интеграл от этой функции, согласно формуле (1.4), можно записать в виде

.




Пример 1.7. Для функции  найти такую первообразную  в интервале  график которой проходит через точку .
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Решение: Поскольку, одной из первообразных заданной функции, согласно определению 1.1, будет функция , а искомую первообразную можно представить в виде . Постоянную С определим из условия , или .




Отсюда  и в итоге: 
Графики функции и найденной её первообразной показаны на рисунке.
	
§2. Свойства неопределённого интеграла.


	Пусть для функции , определённой в некотором промежутке X, в этом промежутке существует первообразная  и неопределённый интеграл (1.4). Рассмотрим основные свойства неопределённого интеграла.
Свойство 1. Производная неопределённого интеграла равна подынтегральной функции, то есть

       (1.5)
или, что то же самое, дифференциал неопределённого интеграла равен подынтегральному выражению, то есть

                       (1.6)
Эти свойства непосредственно вытекают из определения 1.1 первообразной.


Свойство 2. Так как для функции  одной из первообразных является сама функция , то в силу формулы (1.1)


    или      (1.7)



	Таким образом, интегрирование и дифференцирование являются взаимно обратными операциями. Поэтому для проверки правильности интегрирования достаточно продифференцировать найденную первообразную  и убедится, что  совпадает с подынтегральной функцией .



Свойство 3. Если  - отличное от нуля действительное число то                                  (1.8)




Доказательство: Действительно, если  является первообразной функции  в промежутке X, то  в силу определения 1.1 будет в этом промежутке первообразной функции , поскольку










Поэтому неопределённый интеграл  является множеством первообразных вида , а неопределённый интеграл - множеством первообразных вида . Но в силу произвольности постоянных C и С1 при условии  всегда можно выполнить равенство , т.е. при фиксированном значении одной из этих постоянных другую всегда можно выбрать так, чтобы указанное равенство выполнялось. Значит, множества  и  совпадают, что доказывает справедливость (1.8).
Таким образом, при интегрировании ненулевую постоянную можно выносить из под знака интеграла или же вносить под этот знак.
	Замечание. 1.2. Если в обеих частях  равенства стоят неопределённые интегралы, то говорят, что оно верно "с точностью до аддитивной постоянной".







Свойство 4. Интегрирование является линейной операцией, то есть если функции  и  имеют в промежутке X первообразные  и  соответственно, то в этом промежутке функция  где , также имеет первообразную, причём при 

        (1.9)


Доказательство: В самом деле, функция  является одной из первообразных функции  в промежутке X, так как, согласно определению 1.1 первообразной, 







Поэтому неопределённый интеграл в левой части формулы (1.9)          представляет собой множество первообразных вида , а сумма неопределённых интегралов в правой части (1.9) в силу свойства 3 - множество первообразных вида  Но благодаря произвольности постоянных  всегда можно считать выполненным равенство . Значит эти множества совпадают, что доказывает рассматриваемое свойство, называемое линейностью неопределённого интеграла.
	Обобщая это свойство, можно заключить, что неопределённой интеграл от нетривиальной линейной комбинации функций равен такой же линейной комбинации неопределённых интегралов от каждой из этих функций. Использование этого свойства при интегрировании иногда называют методом разложения.

	Пример 1.8. Найти неопределенный интеграл функции .








Решение: Функция является линейной комбинацией непрерывных при  функций  и , первообразные которых установлены в примерах 1.1 и 1.2 и соответственно равны  и . В силу свойства 4 функция  имеет первообразную при  Используя линейность неопределённого интеграла, получаем




Непосредственной проверкой убеждаемся, что



Пример 1.9. Найти неопределённый интеграл функции .







Решение: Функция  непрерывна на всей числовой прямой R и поэтому в силу утверждения 1.1 имеет первообразную на R. Если  то  Поэтому, согласно формулам (1.1) и (1.4), имеем: Если же , то  поэтому 


Определим постоянные  и  так, чтобы выполнялось равенство

                                          





или . Отсюда , и так как левосторонняя производная функции  в точке  совпадает с правосторонней производной функции  в этой же точке, то составная функция




оказывается первообразной функции  при , то есть








Свойство 5. Пусть в промежутке X определена сложная функция , а функция  дифференцируема в этом промежутке. Если функция  имеет в промежутке  первообразную , то в силу определения 1.1 первообразной           (1.10)
и справедливо свойство инвариантности неопределённого интеграла в виде:

                         (1.11)



Доказательство: Так как функция  определена в промежутке , то в промежутке X определена сложная функция  Используя свойство инвариантности дифференциала первого порядка  и учитывая формулу (1.10), имеем


      или      


то есть, согласно определению 1.1,  является одной из первообразных функции  Поэтому в силу формулы (1.4)


что означает справедливость формулы (1.11).







	Доказанное свойство позволяет свести вычисление неопределённого интеграла от функции  к следующей процедуре:  выделить в ней в качестве сомножителей производную  некоторого промежуточного аргумента u и функцию  этого аргумента, т.е. подставить  в виде  а затем найти первообразную  функции :

           (1.12)


Процедура нахождения неопределённого интеграла при помощи (1.12) носит название интегрирования подведением под знак дифференциала (производную  "подводят" под знак дифференциала:


Пример 1.10. Вычислить интегралы функций а)  и     б) 

Решение: В примере 1.4 установлено, что    (1.13)


Использовав инвариантность неопределённого интеграла, вычислим интегралы от функций  и 

а) подведём множитель  под знак дифференциала с учётом (1.12) и (1.13) получим





б) множитель  является производной функции . Поэтому, учитывая (1.12) и (1.13), находим 
Применив правило дифференцирования сложной функции, убедимся, что



II. Основные методы и приемы вычисления неопределенных интегралов. 
§1. Непосредственное интегрирование.
		К основным  относят неопределённые интегралы от некоторых элементарных функций. Поскольку в силу свойства 2 (Гл. I, §2) операции интегрирования и дифференцирования взаимно обратные, эти интегралы можно найти при помощи таблицы производных элементарных функций. В связи с этим такие неопределённые интегралы обычно называют табличными интегралами. Мы ограничимся шестнадцатью табличными интегралами, приведёнными ниже. Каждая из формул содержит произвольную постоянную C и справедлива в каждом интервале из области непрерывности соответствующей подынтегральной функции.




                     

                     

                     
	Замечание 2.1. Формулы (13)-(16) непосредственно не следуют из таблицы производных, но справедливость этих формул нетрудно проверить дифференцированием, используя свойство 1 (Гл. I, §2).  Формула (16) в случае А = 0 верна при условии х > 0. Табличные интегралы (14) и (16) иногда называют " высоким " и "длинным" логарифмами соответственно.
	

Пример 2.1. Найти неопределённый интеграл функции 

Решение: В силу линейности неопределённого интеграла получаем   


Здесь использованы табличные интегралы 1 и 4.

	Пример 2.2. Вычислить интеграл подынтегральной функции 

Решение: Для вычисления неопределённого интеграла от подынтегральной функции  сначала возведём выражение в круглых скобках в квадрат и разделим почленно на знаменатель x:


Представив теперь искомый неопределённый интеграл в виде линейной комбинации трёх табличных интегралов вида (1), найдём





	Пример 2.3. Найти неопределённый интеграл функции .

Решение: Используем тот факт, что прибавление  к переменному x постоянного числа b (или его вычитание) не изменяет дифференциал dx, т.е.  Учитывая свойство 5 инвариантности неопределённого интеграла и табличный интеграл (7), получаем



	Пример 2.4. Вычислить интеграл функции 

	Решение: При вычислении неопределённого интеграла от функции  также могут быть полезны свойства дифференциала, использованные в двух предшествующих случаях:




где F(u)- некоторая первообразная функции . Тогда, для функции  получим


Здесь снова использованы инвариантность неопределённого интеграла и табличный интеграл (1).
	Замечание 2.2. В результате различных преобразований подынтегральной функции можно прийти к разным выражениям для первообразной. Надо помнить при этом, что в силу теоремы 1.1 (Гл. I, §1).  эти выражения могут различаться только на константу. Покажем это на примере.

Пример 2.5. Вычислить двумя способами неопределённый интеграл функции .


	Первый способ: представим дифференциал dx в виде  и в силу инвариантности неопределённого интеграла получим 
Второй способ: выполним возведение в квадрат и разложим исходный неопределённый интеграл на три табличных интеграла (1):


	Выясним различие в полученных двух выражениях первообразной, для чего преобразуем первое выражение:



Из сравнения полученных результатов видно, что оба выражения для неопределённых интегралов совпадают, если принять 
	Рассмотрим еще несколько примеров вычисления неопределенных интегралов.
	Пример 2.6. Вычислить неопределенные интегралы:




а), б) , в) , г) 
Эти интегралы не являются табличными, но путём подведения одного из множителей под знак d и заменой переменной интегрирования мы можем свести их к табличным.

 	а) Так как под знаком дифференциала можно прибавить любую постоянную и при этом ; то при интегрировании мы считаем, что переменная интегрирования не x, а (x+8), то есть





	 б) Так как , то в подынтегральном выражении x из знаменателя подведём под знак дифференциала, получаем , поэтому здесь мы считаем переменной интегрирования уже не x, а , и применяем формулу интегрирования степенной функции.







	 в) Подведём под знак дифференциала , т.е. , получим , считая, что переменной интегрирования является , применив формулу интегрирования степенной функции, получим: 



	 г) Подведём под знак дифференциала , получим решение, считая, что переменной интегрирования является  и применяем формулы интегрирования для .



§2. Интегрирование по частям.





Пусть функции  и  имеют непрерывные производные, причём известно, что . Интегрируя обе части этого равенства получим  или .        (2.1)


Формула (2.1) носит название формулы интегрирования по частям. Она позволяет свести отыскание интеграла  к отысканию интеграла . Если последний проще исходного, то операция (2.1) имеет смысл.

	Пример 2.7. Найти интеграл .



Решение: Положим . Тогда  и 
При использовании метода интегрирования по частям нужно руководствоваться следующими правилами:
а) Интегрирование по частям применяется обычно в случае когда под знаком интеграла стоит произведение двух функций. При этом за функцию u целесообразно принимать ту функцию, которая упрощается при дифференцировании, а за dv выбирают выражение, которое легко интегрируется.

	В результате такого выбора интеграл  должен получится проще исходного.
 	б) Формулу интегрирования по частям можно применять несколько раз подряд.
в) Формулу интегрирования по частям применяется и в том случае, когда под знаком интеграла находится одна функция (чаще трансцендентная). При этом  за u принимается одна функция, а dv получается равным dx.
Пример 2.8.

а) Найти интеграл .


Решение: Положим  тогда . Используя формулу интегрирования по частям, получаем

 .

     	б)  Найти интеграл .


Решение: Пусть тогда . По формуле интегрирования по частям находим



в) Найти интеграл .


Решение: Пусть ; тогда  Отсюда



Если бы выражения u и dv мы выбрали бы иначе, например, , то получили бы 



г) Найти интеграл .


Решение: Пусть ; тогда   Следовательно,

.


Создаётся впечатление, что интегрирование по частям не привело к цели, так как интеграл не упростился. Попробуем, однако, ещё раз проинтегрировать по частям. Приняв , откуда , получаем


, т.е. 
Применив дважды операцию интегрирования по частям, мы в правой части снова получим исходный интеграл. Таким образом, приходим к уравнению с неизвестным интегралом I. Из этого уравнения находим


 т.е. 
В окончательном результате мы прибавили к найденной первообразной функции произвольную постоянную.


д) Найти интеграл , если .



Решение: Положим , откуда  
Следовательно, 


или


Отсюда получаем

,
т.е.



§3. Интегрирование подстановкой.


Интегрирование подстановкой (или, как говорят, методом замены переменной) является наиболее эффективным методом интегрирования. Его суть заключается в том, что для интеграла   осуществляется замена переменной интегрирования x новой переменной t по формуле  Цель такой замены состоит в том, чтобы получить более простой интеграл.
	Основа метода базируется на следующем утверждении:






	Пусть функция  определена и дифференцируема на некотором промежутке и пусть  - множество значений этой функции. Пусть, кроме того, для функции  существует на множестве  первообразная функции , т.е.





Тогда всюду на множестве для функции  существует первообразная функция, равная ,т.е.

                 (2.2)
Доказательства этого утверждения следуют из того, что


Таким образом, справедливо равенство

.                       (2.3)



Следовательно, в интеграле  можно заменить x новой переменной t по формуле . И, вычисляя полученный интеграл, мы фактически найдём первообразную исходного интеграла. Выбор подстановки  в значительной степени определяет возможность отыскания первообразной для полученного интеграла. Рассмотрим ряд примеров.

	Пример 2.9.  Вычислить.

Решение: ,

где .

	Пример 2.10.  Найти интеграл 



Решение: Произведём подстановку , т.е. . Эта подстановка приведёт к  тому, что под знаком синуса окажется переменная интегрирования, а не корень из неё. Найдём дифференциал  . Отсюда получаем




Ответ должен быть выражен через старую переменную x . Подставляя в результат интегрирования , получим 
Во многих случаях можно не производить в простых интегралах всех выкладок, связанных с заменой переменной, а ограничиться введением компенсирующего числового множителя и это обеспечит вычисление интеграла.


Пример 2.11. Найти интеграл 
Решение:

.
Рассмотрим несколько случаев вычисления интегралов.



I. Если интеграл  является табличным, то интеграл  может быть найден подстановкой .

Пример 2.12. Найти интеграл.

Решение: Применим эту подстановку к интегралу .


Имеем  и . Следовательно,


Возвратившись к старой переменной, получаем

.
Аналогично можно показать, что 

 и так далее.



При нахождении интеграла  записи самой подстановки  можно фактически не производить. Здесь достаточно принять во внимание, что . Таким образом,


где F- первообразная для f.

II. Если в знаменателе подынтегрального выражения стоит корень квадратный из некоторой функции, а в числителе дифференциал этой функции, то интеграл равен удвоенному корню квадратному, стоящему в знаменателе:.

Пример 2.13. Найти интеграл  

Решение: 
III. Если в знаменателе интегрального выражения стоит некоторая функция, а в числителе - её дифференциал, то первообразной подынтегральной функции является логарифм модуля функции, стоящей в знаменателе подынтегрального выражения:

 

Пример 2.14. Найти интеграл 

Решение: 



	Однако есть немало случаев, когда выбор соответствующей	 подстановки во многом определяется искусством вычислителя и, несомненно, представляет серьёзное математическое творчество. Например, для вычисления интеграла  сделаем подстановку  или .Тогда

.


Отсюда  и 


Дополним теперь таблицу интегралов следующими формулами:
	
17. 

19. 

21. 
	
18. 

20. 

22. 



23.

                           24.

                           25.
§4. Интегрирование тригонометрических функций.
	Часто встречающиеся интегралы от выражений, содержащих тригонометрические функции  следующих видов:


I.  III
где   m  и  n  – целые положительные числа.


можно  свести к формулам интегрирования, а следовательно. И найти, руководствуясь следующими правилами:
	Правило 1.Интегралы от четной степени синуса или косинуса можно найти путем понижения степени (вдвое) по формулам:


	Правило 2. Интегралы от нечетной степени косинуса или синуса можно найти путем отделения от нее одного множителя и замены кофункции новой переменной.
	Правило 3. Интегралы вида  (II)  можно найти по правилу 1, если m и  n  оба четные, или по правилу 2, если если m или  n  (или и m и  n ) нечетно.
	Правило 4. Интегралы вида (III) можно найти путем замены  tg x, или соответственно  ctg x новой переменной.
	Правило 5. Интегралы вида  (IV)  можно найти путем разложения на слагаемые по формулам:





.
	Пример 2.15 . Найти интегралы:



а)                  б)                      в) 



г)          д)	  е)
Решение:  
	а) Согласно правилу 1 имеем



	б) Применяя правило 1, получим

Первые два интеграла представляют формулы, последний интеграл находим отдельно, по правилу 1:



Подставляя в предыдущее равенство, получим



в) По правилу 2 отделяем от нечетной степени один множитель  и заменяем кофункцию новой переменной, т.е. полагаем cos x = z. Тогда получим – sin xdx = dz.






г) Применяя правило 3 (1), получим



Первый интеграл находим по правилу 1:


Второй интеграл находим по правилу 3(2), полагая sin2x=z.  Тогда 2cos2xdx = dz,


 Подставляя эти результаты, имеем





д) Согласно правилу 3(2) отделяем от нечетной степени один множитель  и  заменяем кофункцию новой переменной, т.е. полагаем   Тогда имеем  









е) Применяя правило 3 (2), отделяем от одной из нечетных степеней (низшей) один множитель  и  обозначаем  cos x через  z;  тогда  найдем:  и 

       



Пример 2.16. Найти интегралы: а) 
Решение:

а) По правилу 4, полагаем, что tgx=z,  тогда x=arctgz, ,




б) Применяем правило 5; разлагаем подынтегральную функцию на слагаемые, пользуясь тригонометрической формулой, затем интегрируем:






Замечание 2.1. Интегралы вида , где R-рациональная функция, приводятся к интегралам от рациональных функций с помощью так называемой универсальной тригонометрической подстановки  В результате этой подстановки имеем:


         


    

Пример 2.17. Найти интеграл 



Решение: Подынтегральная функция рационально зависит от  и ; применим подстановку  тогда 


  и 



Возвращаясь к старой переменной, получим,





Пример 2.18. Найти интеграл 

Решение: Полагая  получим









	Универсальная подстановка  во многих случаях приводит к сложным вычислениям, так как при её применении  и  выражаются через t в виде рациональных дробей, содержащих t2.

Пример 2.19. Найти интеграл 


Решение: Так как подынтегральная функция нечётна относительно синуса, то полагаем.Отсюда 

. Таким образом,




Следовательно,



§5. Интегрирование рациональных функций.



Наиболее общим видом рациональной функции является дробно-рациональная функция, которая представляет собой отношение двух многочленов:  где - многочлен степени m, а - многочлен степени n.



	Рациональная дробь  называется правильной, если  и неправильной если 

В частном случае  дробно-рациональная функция вырождается в целую рациональную функцию, т.е. в многочлен, интегрирование которого сводится к интегрированию степенных функций. Действительно, в этом случае



	Наша задача заключается в изложении методов интегрирования рациональных дробей, отличных от многочленов. Отметим, прежде всего, что всякую неправильную рациональную дробь можно представить в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби, что достигается простым выделением целой части, т.е.

          (2.4)


где  - многочлен p - степени. При этом  Таким образом, интегрирование неправильной дроби сводится к интегрированию правильной дроби.

Пример 2.20. Вычислить интеграл функции .


Решение: Имеем  и поэтому: 


В связи с этим рассмотрим интегрирование простейших правильных дробей.

§6. Интегрирование простейших правильных дробей.
Будем считать известными интегралы



Рассмотрим более сложные интегралы от рациональных дробей.
     



 Интегралы вида  Т.к. 



где  то 


В последнем интеграле сделаем подстановку:  тогда  и, следовательно,

, и остаётся перейти к старой переменной.



Пример 2.21. Вычислить интеграл .

Решение:

Пример 2.22. Вычислить интеграл .

Решение. 

6. Интегралы вида: 

B наиболее простом случае , но тогда





Если , то используя преобразование, где  получим




и остаётся перейти к старым переменным.


Пример 2.23. Вычислить а), б).
Решение:

а)

б)



7. Интегралы вида .
Преобразуем квадратный трёхчлен как и ранее, найдём


 обозначим .


Для вычисления полного интеграла возьмём его один раз по частям, полагая  Тогда  и 



.Таким образом,

, отсюда

.           (2.5)

	Полученная формула носит название рекуррентной. Она позволяет осуществить переход от In+1 к In . Применяя формулу n раз, мы придем к интегралу , который является табличным.

Пример 2.24. Вычислим интеграл 

Решение: 





=

8. Интегралы вида: 

Преобразуя здесь квадратный трёхчлен как и ранее, и полагая , мы придём к интегралу



Первый интеграл в сумме является от степенной функции


а второй берётся по предыдущей рекуррентной формуле.

Пример 2.25. Вычислить интеграл 


Решение: Т.к. , то, полагая, что , получим




окончательно




§7. Разложение рациональной дроби на простейшие.


	Всякая правильная рациональная дробь может быть разложена на сумму простейших дробей. Опишем этот важный алгебраический факт. Пусть имеется правильная рациональная дробь . Её знаменатель -действительный многочлен n-й степени, как известно из алгебры, имеет n корней и может быть разложен на множители:








, где - действительные корни многочлена кратности , а каждый из квадратных трёхчленов  соответствует паре комплексных корней многочлена  кратности . При этом, очевидно . Тогда дробь  представима в виде


                            (2.6)








.

Пример 2.26. Дробь  разлагается в сумму простых дробей следующим образом:








Одним из наиболее простых методов определения коэффициентов в разложении правильной дроби на простейшие является метод неопределённых коэффициентов. Его суть заключатся в следующем. Пусть знаменатель рациональной дроби  представим в виде произведения, тогда справедливо представление (2.6), где коэффициенты  - постоянные числа, подлежащие определению, т.е. пока неопределённые.

	Для их определения сумму дробей в правой части равенства (2.6)  приведём к общему знаменателю. В результате этого получим дробь, равную дроби  
	Возможности разложения любой правильной рациональной дроби на простейшие дроби полностью решает вопрос об интегрировании рациональных дробей, т.к. любая неправильная дробь может быть представлена в виде суммы многочлена и правильной дроби, а все виды простейших дробей, которые могут быть получены при разложении правильной рациональной дроби, могут быть проинтегрированы по правилам, изложенным выше.

Пример 2.27. Вычислить интеграл .


Решение: Разложим дробь   на простейшие:


.

Тогда  



§8. Интегрирование простейших иррациональных и
трансцендентных функций.
I. Интегралы, содержащие в знаменателе корень квадратный из квадратного трёхчлена.
Два частных случая были рассмотрены выше. Это интегралы


 и .

	Рассмотрим теперь интеграл вида: .


 Т.к. , где  то 

.
Здесь возможны 2 случая:
1) 

 Тогда .
2) 


 Здесь, в случае знака плюс перед  мы получаем отрицательное подкоренное выражение, неопределённый интеграл не существует. При знаке минус мы получим  


Но знаменатель полученной дроби и по форме есть многочлен . Поэтому числитель полученной дроби должен быть равен многочлену . Эти многочлены будут равны, если коэффициенты при x в одинаковых степенях окажутся равными. Приравнивая их, мы получим относительно коэффициентов систему линейных алгебраических уравнений. Решая эту систему, найдём искомые коэффициенты.

Пример 2.28. Разложить на простейшие дробь 

Решение:  можно представить в виде суммы:

 где A, B, C- неизвестные коэффициенты, подлежащие определению. Приведя сумму простейших дробей в правой части последнего равенства к общему знаменателю, получим 

.

Отсюда следует, что  Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, приходим к системе

.

Из этой системы находим .
Следовательно, справедливо представление




Пример 2.29. Разложить на простейшие дробь 
Решение: 

Запишем представление .
Отсюда найдём

 или

.
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получим систему:





Пример 2.30. Вычислить интегралы а) , б).
Решение:

а).

б)
II. 


Интегралы вида: . Если , то  .

Если , то путём простейшего преобразования приходим к равенству 



; т.е. приходим к двум интегралам, которые вычисляются по способам, изложенным в предыдущих случаях.

Пример 2.31. Вычислить интеграл 
Решение:

.

Пример 2.32. Вычислить интеграл .
Решение:





§9. Метод рационализации.
Как было показано, интегрирование рациональных дробей - вопрос полностью решённый. Поэтому при интегрировании иррациональных, а иногда и трансцендентных функций, путём надлежащего выбора подстановки стараются свести заданный интеграл к интегралу от рациональной функции.
	Если такое преобразование оказывается возможным то, задачу можно считать решённой.
	Приведение интеграла от иррациональной или трансцендентной функции называется рационализацией интеграла.
	Рассмотрим интегрирование некоторых видов функций методом рационализации.
1. Интегралы, подынтегральная функция которых есть рациональная функция от x и дробных степеней дробно-линейной функции. Здесь мы рассмотрим интегралы вида:

                     (2.7),
где R- некоторая рациональная функция. Например, интеграл


     имеет подынтегральной функцией рациональную функцию, зависящую от x и дробных степеней дробно-линейной функции .


Интеграл (2.7) легко приводится к рациональному виду с помощью подстановки , где r - общее наименование кратное знаменателей дробей, стоящих в показателях степеней, т.е. .





	При такой подстановке в показателях степеней мы получаем целые числа …,  - и, следовательно, иррациональности под знаком интеграла (2.7) ликвидируются. Остаётся показать, что x и dx выражаются через новую переменную также рациональным образом. Действительно, из подстановки , а , т.е. рациональные функции.

	Пример 2.33. Вычислить интеграл .


Решение: Подстановкой  или  приводится


                                                 
	Рассмотрим два частных случая интеграла (2.7).
1. Интегралы, подынтегральная функция которых есть рациональная функция от x и дробных степеней линейной функции: 


 . Он получается из интеграла (2.7) при c=0, d=1 и, следовательно, подстановкой  приводится к рациональному виду.

	Пример 2.34. Вычислить интеграл .




Решение: для интеграла  сделаем подстановку  Тогда 



2. Интегралы, подынтегральная функция которых есть рациональная функция от x и дробных степеней переменной x: .


Он получается из интеграла (1) при  и, следовательно, подстановкой  приводится к рациональному виду.

	Пример 2.35. Вычислить интеграл .

Решение: Сделаем подстановку  и,


=





§10. Интегралы от дифференциальных биномов.

Рассмотрим интегралы вида , где m, n, p - рациональные числа.
Как доказал П. Л. Чебышев, интегралы от дифференциальных биномов выражаются через элементарные функции только в трёх случаях:

1) p - целое число, тогда данный интеграл сводится к интегралу от рациональной функции с помощью подстановки , где s- наименьшее общее кратное знаменателей дробей m и n.


2)  - целое число, в этом случае данный интеграл рационализируется с помощью подстановки 


3) целое число, в этом случае к той же цели ведёт подстановка , где s-знаменатель дроби p.

Пример 2.36. Найти интеграл 



Решение: Здесь подынтегральную функцию можно записать в виде , т.е. p=-10 - целое число. Значит, имеем первый случай интегрируемости дифференциального бинома. Поэтому следует применять подстановку ; тогда  и искомый вид интеграла принимает вид 




Последний интеграл находится так:





Таким образом, 

Пример 2.37. Найти интеграл 





Решение: Переписав подынтегральную функцию в виде , имеем m=3, n=2, p=-. Так как  целое число, то имеет место второй случай интегрируемости. Используя подстановку  получим  Следовательно,





Пример 2.38. Найти интеграл 




Решение: Здесь m=-4, n=2, p=- и  целое число. Поэтому имеет место третий случай интегрируемости дифференциального бинома. Полагаем ; тогда  Преобразуем данный интеграл таким образом:



Следовательно,
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