Дорофеев В. А.
Элементы теории графов. Планарные графы.
Анализируя диаграммы графов можно заметить, что некоторые графы могут быть представлены таким образом, что их вершины будут размещены на плоскости а их ребра не будут пересекаться, для других графов это сделать не удается. Целью настоящего раздела является изучение вопроса, какие графы могут быть представлены плоскими диаграммами. Понятно, что такой вопрос может возникать в ряде приложений теории графов, например, при разработке электронных цепей и последующего их воплощения в виде электронных печатных плат.



Вопрос о том может ли граф быть изображен на плоскости, связан также с так называемой проблемой трех услуг. Имеется три дома, каждый из которых должен быть снабжен электричеством, газом и водой. Проблема заключается в том, можно ли подвести к каждому дому перечисленные услуги так, чтобы не было пересечений. Граф, который моделирует данную ситуацию это полный двухдольный граф . Три вершины одного множества представляют три услуги, а три вершины второго множества представляют три дома. Ребра графа представляют собой линии услуг; каждая услуга связана с каждым домом. С точки зрения теории графов вопрос заключается в том, может ли Граф , быть представлен на плоскости. На рис.1(б) граф  изображен не на плоскости, однако это пока все еще не исключает возможности требуемого представления графа без пересечений его ребер.
Интуитивно ясно, когда мы говорим, что граф плоский, то имеем в виду, что его можно представить в виде диаграммы на плоскости без пересечения его ребер. Сформулируем теперь формальное определение.
Определение. 
1. Граф называется плоским, если его вершины - это точки, лежащие на плоскости и ребра графа - это линии или дуги на плоскости, которые не пересекаются друг с другом.
2. Граф называется планарным, если он изоморфен плоскому графу, то есть, если он может быть представлен в виде диаграммы, нарисованной на плоскости без пересечения ребер 

Забегая вперед, отметим, что граф  не является плоским и пересечение его ребер неизбежно.
Формулы Эйлера.


Пусть Г - связный плоский граф. Диаграмма графа Г, нарисованная на плоскости разделяет плоскость на области, которые назовем гранями. Например, на рис.1 можно видеть, что  разбивает плоскость на две области: одна ограниченная, другая неограниченная;  разбивает плоскость на четыре области, три ограниченные и одна неограниченная.
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Рис. 1
Оказывается, существует простая формула, связывающая число вершин, ребер и граней для связного плоского графа. В целях наглядности ниже приведена таблица, связывающая эти числа.
	Граф
	Число вершин
	Число ребер
	Число граней
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Произвольное дерево
	3
4
7
9
4
4
N
	3
6
7
14
7
9
N-1
	2
4
2
7
5
7
1



	 (
v
1
v
2
v
3
v
4
v
5
v
7
v
6
)
                  Рис. 2
	
                            Рис. з

	

Рис. 4
	 (
f
1
f
2
f
3
f
4
f
5
f
6
f
7
f
8
a
b
c
d
)
Рис. 5




Все эти графы связные и плоские и для них выполняется соотношение: , где  - соответственно число граней, ребер и вершин.
Это соотношение выполняется для всех связных плоских графов и его называют формулой Эйлера.




Теорема. (формула Эйлера). Пусть Г - произвольный плоский граф с числом вершин , числом ребер , которые разбивают плоскость на  граней. Тогда .



Доказательство. Доказательство проведем методом индукции по числу ребер Г. Если , то  и , то есть теорема в этом случае выполняется.





Предположим теперь, что теорема выполняется для всех графов с числом ребер меньшим, чем n. Пусть Г - связный плоский граф с n ребрами; то есть . Если граф Г дерево, то  (по теореме о покрывающем дереве), и , то есть теорема в этом случае также выполняется. Если Г -не дерево, выберем любую цепь графа Г и удалим одно из ее ребер. В результате получим граф Г', который является плоским и имеет (n-1) ребер,  - вершин и  граней.


В силу нашего предположения формула Эйлера выполняется для графа Г', то есть: , поэтому , что и требовалось доказать.
Теорема Куратовского.




Рассмотренные два примера не планарности графов  и  могут быть использованы в дальнейшем для доказательства не планарности графов с другой структурой. Ясно, что если граф содержит в себе подграф, который изоморфен либо , либо , то такой граф также будет не планарным.


Для расширения наших возможностей по анализу планарности произвольного графа нам потребуется понятие по сути менее требовательное, или как говорят более "мягкое", чем изоморфизм. В самом деле представим себе граф, который можно получить например из графа  в результате деления одного из его ребер на два с помощью введения дополнительной вершины (валентности 2, например, в середине ребра). Ясно, что в результате также получится не планарный граф, но он не будет изоморфен графу  (так как он имеет на одну вершину и на одно ребро больше, чем исходный). Граф, который можно получить таким образом мы назовем гомеоморфным исходному.
Определение. Два графа называются гомеоморфными, если один граф может быть получен из другого путем добавления или удаления вершин валентности 2 на или с ребер графа.
Пример.
	
	
	

	
	
	


Рис. 6




Имеется альтернативный, возможно более простой способ определения гомеоморфности двух графов Г, . Следует последовательно удалить все вершины валентности 2 в каждом из графов. Пусть в результате этого получатся графы Г' и Тогда Г и  гомеоморфные, если и только если Г' и ' изоморфные. Удаление всех вершин валентности 2 любого из графов представленных на рис. 6 приведет к графу рис. 7. Это подтверждает факт гомеоморфности всех графов на рис. 6.
	


Рис. 7


Теорема. Граф планарен, если и только если он не содержит подграфа, гомеоморфного  или .
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