Методическая разработка

« Подготовка к ЕГЭ. Решение тригонометрических уравнений»
Разработала: учитель математики сош № 6 Строева Е. А.
Цель: разработка средств, методов и приемов, позволяющих на основе выявления методических особенностей решения тригонометрических уравнений, целенаправленно, последовательно подготовить выпускников к успешной сдаче ЕГЭ по математике.
Необходимость классификации уравнений вызывается невозможностью найти общий метод их решения. Очевидно, что классифицировать тригонометрические уравнения имеет смысл с опорой на методы их решения. Мы будем рассматривать типы уравнений в той последовательности, которая представляется нам наиболее приемлемой для обучения школьников, то есть в последовательности, построенной в соответствии с принципом «от простого к сложному».
	Типы уравнений
	Теоретический материал
	Примеры уравнений

	Простейшие тригонометрические уравнения
[image: image1.png]sinx=a




	Так как множество значений функции у=sin x - отрезок [-1;1], то данное уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда [image: image2.png]



Из-за периодичности функции у = sin x каждому значению а соответствует бесконечное множество решений. Поэтому все решения описываются формулами:
[image: image3.png]x =arcsina + 27k
x,= 7 -arcsina+27k, keZ




или обобщенной формулой :

[image: image4.png](-1) arcsina+ 7k, ke Z





Нужно помнить, то arcsin (-a) = - arcsin a
Особые случаи: 
sinx=0, x=πn,n Z
sinx= 1, x= 2πn, n Z
sinx= -1, x=- 2πn, n Z
	Пример. Решить уравнение [image: image5.png]


.

Решение. [image: image6.png]x= (71)‘arcsin(%)+ ak, keZ



[image: image7.png]


[image: image8.png]x:(fl)‘%+/rk‘kel



.

Ответ: [image: image9.png]x:(fl)‘%+/rk‘kel



.



	[image: image10.png]COSx





	Данное уравнение имеет тогда и только тогда, когда

[image: image11.png]



Множество решений записывается в виде: 

x  arccos( ( a ( ( ,(( 2(Z
Важно помнить, что: (arccos(a)  arccos( (( a
Особые случаи: 
cosx 1;( x ( ( ,(( 2(Z
cosx ( (1; x ( ( ,(( 2( ((Z
cosx ( 0; x (/2 ( ( 2(( ,( (Z
	Пример. Решить уравнение [image: image12.png]1
cosx=—
2



.

Решение. [image: image13.png]x:imcos%nnk, kez



[image: image14.png]


[image: image15.png]x:%n;ﬂc, kez



.

Ответ: [image: image16.png]x:%n;ﬂc, kez



.



	[image: image17.png]tgx=a




	Данное уравнение разрешимо при любом а. Все решения задаются формулой:

x (arctga ((n,n(Z
Важно помнить, что: arctg((a) ((arctga
	Пример. Решить уравнение [image: image18.png]gx=3



.

Решение. [image: image19.png]x=arctg\3 + k. ke Z



[image: image20.png]


[image: image21.png]x=Zink kez
3



.

Ответ: [image: image22.png]x=Zink kez
3



.

	[image: image23.png]ctgx=a




	Данное уравнение разрешимо при любом а. Все решения задаются формулой: x (arсctga ((n,n(Z
Важно помнить, что: arcctg((a) (((arcctg a

	Пример. Решить уравнение [image: image24.png]


.

Решение. [image: image25.png]x=arcctg\3 + wk. ke Z=



[image: image26.png]x:%wﬂc,kez




Ответ: [image: image27.png]x:%wﬂc,kez



.

	Задания для самостоятельного решения:

	[image: image28.png]sin t = -1;
. J2
sint = ———;
2
sint = -1—;
4

sint = 1,02;
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	[image: image32.png]tg x

tg x




[image: image33.png]tg x

tg x




	[image: image34.png]ctg x

ctg x




[image: image35.png]ctg x

ctg x
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	Основные методы решения

	Уравнения, сводящиеся к простейшим, имеют вид
 sin f (x) = a,

cos f (x) = a ,  tg f (x) = a , 
ctgf (x) = a .
	Данные уравнения также являются простейшими и решаются сначала относительно f(x), а затем полученные уравнения решаются относительно х.
	Пример [image: image36.png]. _ 1.
a) sin 2x = 5 >




[image: image37.png]Peurenue. a) BeegemM HOByI0 nepeMennyio ¢ = 2x. Torga sagarHOe
ypaBHeHHME IIpUMeT BUJ sin ¢ = % , OTKy/Ja IMOJIy4aeM:
t = (—1)" arcsin % + mn.

, 3HAYHT, t = (— 1) + 7nn.

o|a

Hanee, arcsin % =

Boaspamasce K mepeMeHHO# x, mosydaem: 2x = (— 1) + ntn. Ocra-
JIOCh 00e 4aCTH 3TOr'0 PABEHCTBA Pa3feJIUTh IMOYJIEHHO Ha 2:

x=(-1) 75 + 5.





	Метод введения новой переменной
	Данным методом решаются уравнения вида [image: image38.png]asin® x+bsinx+c =0, acos’x+bcosx+c=0 (a=0)




[image: image39.png]atg’x +btge+c =0, actg’x + betgx+





Они сводятся к простейшим тригонометрическим уравнениям с помощью замены [image: image40.png]sinx=r1



или 

[image: image41.png]COSX





При решении этих уравнений необходимо знать формулы:

[image: image42.png].2 2 sinx
sin*x+cos’x=1;  1gr=——; ctgx——;

1 2 1
ctge=—; 1+ighx=——:
gx




	Пример 1. Решить уравнение [image: image43.png]cos’ ¥ +cosx—




.
Решение. Это уравнение является квадратным относительно [image: image44.png]cos X



. Поэтому сделаем замену [image: image45.png]COSX




. В результате получим уравнение [image: image46.png]


. Его корни: [image: image47.png]t




, то есть получаем уравнение [image: image48.png]COSX




 или [image: image49.png]COSX




. Первое уравнение дает [image: image50.png]x=2mk. keZ



. Второе уравнение не имеет корней.

Ответ: [image: image51.png]x=2mk. keZ



.

Пример 2. Решить уравнение [image: image52.png]6c0s” X+ 5sin x—



.

Решение. Так как [image: image53.png]


, то уравнение можно представить в виде [image: image54.png]6(1-sin’x)+5sinx—7=



; [image: image55.png]6sin’ x—Ssinx+1=0



. Сделаем замену [image: image56.png]


. Получим квадратное уравнение [image: image57.png]


, решая которое, имеем: [image: image58.png]D=25-6.4=1f,=

|
>



,то есть [image: image59.png]


. Таким образом, получим два простейших уравнения [image: image60.png]


 или [image: image61.png]


. Решая их, имеем [image: image62.png]x:(%)‘%*dtk‘ kez



 или [image: image63.png]x:(fl)‘amsin%Jrlrk‘ kez



.

Ответ: [image: image64.png](ﬂ)‘%wﬂc, (71)‘arcsin%+lrk‘ kez





	Задания для самостоятельного решения:

	[image: image65.png]. Y4
sin 2x = V—;

2
X 1
COS — = ——

3 2

?

cos (—2x) = -

V3.
2’



 [image: image66.png]... X 1
sin = = —;
4 2

cos 4x = 0.




	[image: image67.png]3sinx - 5sinx - 2 = 0;

3 sin® 2x + 10 sin 2x + 3 = O;

4sin>x +11sinx - 3 = 0;

2sin2§—3sin§+1=0.

6cos’x +cosx —1=0;
2 cos’3x — 5cos3x — 3 = 0;

2 cos’x —cosx — 3 = O;
2cos?Z +8cos= -2 = 0.
3 3

2sin’x + 83cos x = 0
8 sin® 2x + cos 2x + 1 = O;
5cos’x +6sinx —6 = 0;

4 sin 8x + cos? 3x = 4.




	[image: image68.png]sin2-3ﬁ—£ =sinx—cos2-3ﬁ+1;
4 2 4
cos’2x —1-cos x = 73—sin2 2x.
tgx - 2ctgx +1 = 0; B) 2ctgx —3tgx + 5 = 0
tgx+o _ 1 | T-ctgx 1
2 cos’x’ r) 4 ~ sin’x’

2cos2§+\/§cos§=0; B)x/gtg23x—3tg3x=0;

4cos2(x—£)—3=0; r)4sin2(2x+g)—l=0.





	Метод разложения на множители
	[image: image69.png]Temepr HOrOBOPUM O BTOPOM METOJ€E pENIEHHUSA TPUT'OHOMETPH-
yeCKHX YpPaBHEHHUIl — Mmemode pas3noxcenus Ha mHoxcumenu. CMBICT
3TOT'0O METO/Ia BaM 3HAKOM: ecJin ypaBHeHHe f(x) = 0 ygaercsa npeobpa-
goBaTh K BHAY f[1(x)- f2(x) = 0, To aubo fi(x) = 0, aub6o fi(x) = 0.
B nmoao6HBIX ciydadAx OOBIYHO TOBOPAT TaK: 3adaua ceodumca K pe-
WEHUI0O COBOKYNHOCMU YPABHEHUIL:

fi(x) =0; fix)=0.




	 Пример 1. Решить уравнение [image: image70.png]


.

Решение. Применяя формулу синуса двойного угла, получим [image: image71.png]sin 2x = 2sinxcosx



, [image: image72.png]cosx(2sinx-1)=0



. Полученное уравнение равносильно совокупности уравнений: [image: image73.png]


.

Решение 1-го уравнения: [image: image74.png]x=Zink kez
2



.

Уравнение [image: image75.png]


 преобразуем к виду [image: image76.png]


, имеющему решение [image: image77.png]x:(fl)‘%+/rk‘kel



.

Ответ: [image: image78.png]Tk, (- Zsnk, kez
2 6



.

Пример 2. Решить уравнение [image: image79.png]sinx+ cosx=sinxcosx+1



.

Решение. Перенесем все члены уравнения в левую часть и разложим ее на множители:

[image: image80.png]sin x +cosx —sin xcosx—1=0,

sinx(l - cosx) — (1-cosx) =0,

(sinx—1)1- cosx)




Отсюда следует, что [image: image81.png]sinx—1=0



 или [image: image82.png]1-cosx=0



, то есть имеем уравнение [image: image83.png]


 или [image: image84.png]COSX




. Решая их, получим [image: image85.png]x:%n;ﬂc, kez



 или [image: image86.png]x=2rk. keZ



.

Ответ: [image: image87.png]%nnk, 2k, keZ



.



	Задания для самостоятельного решения:

	[image: image88.png][s1nx——)(s1nx+l) = 0;

(cosx+ (cosx — 1) = 0

)
ons %) + )

2

S

(1 + cos x)(\/—2_ sin x — 1) =




	[image: image89.png]sinx +sinxcosx =0

J3 sin x cos x + cos®x
.« 9 . .
sin“x = 3 sin x cos x;

J3 cos®x = sin x cos x.




	

	Однородные уравнения
	Уравнения:

[image: image90.png]a,sinx+ga cosx=0



,

                                      [image: image91.png]a,sin’ x +a, sin xcosx +a, cos’ x=0



,                                      

[image: image92.png]a,sin’ x + @ sin’ x cos x +a, sin xcos’ x + @, cos’ x= 0



,

[image: image93.png]a,sin" x+ g sin*” xcosx + a,sin™” xcos’ x+ ..+ @, sin xcos™ x + @, cos" x= 0




 называются однородными относительно [image: image94.png]


и [image: image95.png]cos X



. Они обладают тем свойством, что сумма показаний степеней при [image: image96.png]


 и [image: image97.png]cos X



 у всех членов уравнения одинакова. Делением на [image: image98.png]cosx, cos’x, . cos”



 соответственно уравнения приводятся к алгебраическим уравнениям относительно [image: image99.png]


. При этом, конечно, предполагается, что коэффициент [image: image100.png]a,=0



. В результате получаем равносильное уравнение, так как разделили на [image: image101.png]cosx=0



 (если бы [image: image102.png]cosx=0



, то из исходного уравнения следует, что и [image: image103.png]


, а это невозможно, так как [image: image104.png]


 и [image: image105.png]cos X



 при одном и том же значении х в нуль не обращаются, ибо всегда [image: image106.png]


).

Уравнение [image: image107.png]a,sin’ x+a,sin xcosx+a,cos’ x=b



 легко сводится к однородному, если правую часть представить в виде[image: image108.png]b(sin® x +cos’ x)



. После очевидных преобразований получаем

[image: image109.png](@, — b)sin® x + @ sin xcosx + (@, — b)cos”




.


	Пример 1. Решить уравнение:

[image: image110.png]


.

Решение. Это уравнение является однородным относительно [image: image111.png]


 и [image: image112.png]cos X



. поэтому, разделив его на [image: image113.png]


 [image: image114.png](cosx=0)



, получим [image: image115.png]3tg’x - 2gx—1=0



. Введем новую переменную [image: image116.png]


 и решим квадратное уравнение [image: image117.png]


.

 Его корни [image: image118.png]1
G=lt=-z



. получили два простейших тригонометрических уравнения [image: image119.png]1
—Lirg=—z
ge=1 =3



. Решая их, найдем: [image: image120.png]x=Zink kez
s



 или [image: image121.png]


.

Ответ: [image: image122.png]T ak —arcglink kez
1 3



.

Пример 2. Решить уравнение:

[image: image123.png]6sin’ x + sin xcosx —cos” x



.

Решение. Это уравнение, сводящееся к однородному. Имеем 

[image: image124.png]6sin® x +sinxcos x — cos’ x = 2(sin® x + cos’ x),

4sin® x +sinxcos x—3cos’ x=0,




то есть получили однородное уравнение. Разделив обе части уравнения на [image: image125.png]


 [image: image126.png](cosx=0)



, получим [image: image127.png]


. Решая это уравнение, квадратное относительно [image: image128.png]


, найдем, что [image: image129.png]


 либо [image: image130.png]


. Таким образом, [image: image131.png]x=Zink kez
s



 или [image: image132.png]x:ng%mk, kez



.

Ответ: [image: image133.png]T\ 7k, areig 4k, ke Z
7 i



.



	Задания для самостоятельного решения:

	[image: image134.png]sin x + ¥Y3 cos x = O

sin x + cos x = 0




[image: image135.png]sin x — 3 cos x = 0

\/§sinx+cosx=0.




[image: image136.png]sin 2x = cos 2x;

\/§ sin 3x = cos 3x;




[image: image137.png]L] x x
sin — = /3 cos =;
2 \/— 2

\/5 sin17x = \[(_i cos 17x.




	[image: image138.png]sinx + 2 sin x cos x — 3 cos®x

I
A 4

sin?x — 4 sin x cos x + 3 cos®x

I
&

sin®x + sin x cos x — 2 cos’x = O;

3sin®x + sinxcosx — 2cos’x = O.




	[image: image139.png]5 sin®x + /3 sin x cos x + 6 cos®x = 5;

2sin?x — 3sinxcos x + 4 cos’x = 4.

3 sin“2x — 2 = sin 2x cos 2x;
2 sin4x - 4

3 sin 4x cos 4x — 4 cos®4x
4 sin? 2 -3=2sin £ cos %;
2 2 2

3sin?X + 4cos®X = 3 + /3 sin X cos Z.
3 3 \/_ 3 3

sin ( + 2x)+cos (— — Zx) 0;
2 2
0

2 sin (t — 3x) + cos (2n — 3x) =

cos(z—f]—3cos(n—£]=0;

2 2 2

ﬁsin(n——)+3sm (E—f]=0
3 2 3





	Преобразование суммы тригонометрических функций в произведение


	При решение уравнений данным способом необходимо знать формулы:
[image: image140.png]tgottgp= Srltn ., tga - tgh =

ctgo+oetg p=

atp w

sino +sinp = 2sin

. . L a-B
sin o = sin = 2 sin “5— cos

ot o
B cos

cos o + cos p = 2 cos

o+ o
cos o~ cos p = 2sin znsinnz s

sin (- p)

Snasing’

sin (ot )

sin (o + B) _sin(B-a)

smasmp: °€o-cteb = Groamp




	Пример . Решить уравнение [image: image141.png]


.
Решение. По формулам приведения [image: image142.png]


. Получаем уравнение [image: image143.png]sin3x—sin2x=0



. Пользуясь, выше приведенной формулой, преобразуем разность синусов в произведение:
[image: image144.png]3x-2x _ 3x+2x
08—

sin3x - sin 2x = 2sin.




.
В результате имеем уравнение [image: image145.png]


, откуда [image: image146.png]


 или [image: image147.png]


. Решая эти уравнения, получим [image: image148.png]x=2rk. keZ



; [image: image149.png]I P kez
5 5



.
Ответ:  [image: image150.png]2k, Z+ 22k kez
5 5



.


	Задания для самостоятельного решения:

	[image: image151.png]sin 3x = cos 2x;

sin (dnt—x)=cos (2x+7Tn);
cos 9x = sin 15x;

sin (Tt + x) = cos (I + 2x).
1 + cos 6x = 2 sin® 5x;

cos? 2x = cos? 4x;

sin? £ = cos? Zﬁ;

2

sin? x + sin?2 3x = 1.
2 sinx + cos 5bx = 1;
' 2sin® 8x — 1 = cos®4x — sin’®4x.
tgx + tg 5x = 0; B) tg 2x = tg 4x;
tg 3x = ctg x; r)ctg§+ctg§2£=0.
' sin x + sin 3x + cos x + cos 3x = 0;

' sin 5x + sin x + 2 sin?x = 1.





	Преобразование произведения тригонометрических функций в сумму


	При решении данных уравнений необходимо знать формулы:

[image: image152.png]sin (o + P) = sin o cos p + cos o sin B,
sin (o — B) = sin o cos p — cos o sin p,
cos (o + B) = cos o cos p — sin o sin f,
cos (o — P) = cos o cos p + sin o sin f,
_ tgatigh . _ tgo-tgp
@+ P = Tigagp’ @ -P = Tiigatgp’

cgoctgp-1 ctgactgft1
g @+ P = gprega 0 @ P = Tgp-ciga





[image: image153.png]sin o sin = %[uos(tx = p) — cos (& + P)I,
cos ot cos = 3 [cos (o P) + cos (o + )],

sin o cos f = 3[sin (@ — B) + sin (o + P





	Пример  Решить уравнение [image: image154.png]sin 2x sin 6x = cosxcos3x



.
Решение. Преобразуем по выше приведенным формулам левую и правую части уравнения. В результате получим:
[image: image155.png]1
Heos(2x- 6)- cos2e+ 6] = %[coix —33)+ cos(x-+3x)]



,
иначе [image: image156.png]cosdx—cos8x=cos2x+cosdx



, то есть [image: image157.png]cos8x + cos 2x




. Преобразовывая теперь в произведение сумму косинусов, будем иметь [image: image158.png]2cos5xcos3x=0



, откуда [image: image159.png]cossx=0, x=2+Z5 kez



 или [image: image160.png]


.
Ответ: [image: image161.png]|=
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.


	Задания для самостоятельного решения:

	[image: image162.png]2 sin x cos 3x + sin 4x = O;

sm—sm3—x=l
2 2 2°




	[image: image163.png]JHoxkasKuTe TOXAEeCcTBO:
a) 2 sin ¢ sin 2t + cos 3t = cos t;

. . o ° o o ___l
0) smoc—251n(-2-—15 )cos[z +15) 5"




	

	Использование формул понижения степени


	При решение уравнений данным способом необходимо знать формулы:
sin2 x = 1/2 · (1 – cos 2x);

cos2 x = 1/2 · (1 + cos 2x);

tg2 x = (1 – cos 2x) / (1 + cos 2x).


	Пример.
cos 2x + cos2 x = 5/4.
Решение.
1) cos 2x + 1/2 · (1 + cos 2x) = 5/4.

2) cos 2x + 1/2 + 1/2 · cos 2x = 5/4;

3/2 · cos 2x = 3/4;

cos 2x = 1/2;

2x = ±π/3 + 2πn, n Є Z;    

x = ±π/6 + πn, n Є Z.

Ответ:  x = ±π/6 + πn, n Є Z.
[image: image397.emf]Z
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	Задания для самостоятельного решения:

	[image: image164.png]cos* t — sin* t = cos 2t;

1 .

cos*t +sin*t=1- > sin® 2t.




	[image: image165.png]. - t
sin® 2t = 1 02084 :

2sin2%+cost=1;




	[image: image166.png]2 sin® 2t =1+sin (%—M};

2cos®t —cos 2t =1.





	Примеры заданий ЕГЭ

	1. Ре​ши​те  уравнение  

[image: image167.png]5w .
— \/Esin (—7 —I—x) - SINX = COSX.




Ре​ше​ние.
а) Пре​об​ра​зу​ем урав​не​ние: 

 

[image: image168.png]5w . [(5¢m )
— /2sin (—7 —I—x) .sinx = cosx < V/2sin (7 —x) -sinx = cosx <




[image: image169.png]T T .
< v/2sin (271'4— > —x> -sinx = cosx < V/2sin (5 —x> -SinXx = COSX &




[image: image170.png]& V/2cosx-sinx —cosx =0 < cosx (V2 -sinx—1) =0 &




[image: image171.png]T
X = =+ Tk,

cosx =0, 721_
& 1 & |x=—+427k,
sinx = — 4
V2 kY4

x=—-+2mk, ke Z.




 

[image: image172]
[image: image173]

	2. Ре​ши​те урав​не​ние:

[image: image174.png]T .
COS (5 —|—2x> = \/Esmx




Ре​ше​ние.
Ис​поль​зуя фор​му​лу при​ве​де​ния [image: image175.png]T
COS (5 —|—2x> = —sin2x



и фор​му​лу си​ну​са двой​но​го угла [image: image176.png]SIN2x = 2SINXCOS X



, по​лу​ча​ем: 

[image: image177.png]T . . .
COS (5 —|—2x> = \/Esmx & —28INXCOSXx = \/Esmx &




 

[image: image178.png]X = Tk,

sinx = 0, 3
5 x:T—I—Zn'k, keZ,
COSX:—T

3
xz—Tn—I—Zn'k, keZ.





	3. Ре​ши​те урав​не​ние 

[image: image179.png]8sin”x +2v3cosx+ 1 =0.




Ре​ше​ние.
Имеем:

 

[image: image180.png]8(1—cos”x) +2v3cosx+ 1 =0,




[image: image181.png]8cos”x —2v/3cosx—9 = 0.




[image: image182.png](4cosx —3v3)(2cosx+v3) = 0.




 

Либо [image: image183.png]S

COSX = —7,



[image: image184.png]5
= i% 427k,



либо [image: image185.png]cosx—3 > 1
== ,



что не​воз​мож​но.



	Задания ЕГЭ для самостоятельного решения

	1. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image186.png]cos2x — sin® (g —x> = —0,25;




б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image187.png]



Ре​ше​ние.
а) Пре​об​ра​зу​ем урав​не​ние: 

 

[image: image188.png]5w . [(5¢m )
— /2sin (—7 —I—x) .sinx = cosx < V/2sin (7 —x) -sinx = cosx <




[image: image189.png]T T .
< v/2sin (271'4— > —x> -sinx = cosx < V/2sin (5 —x> -SinXx = COSX &




[image: image190.png]& V/2cosx-sinx —cosx =0 < cosx (V2 -sinx—1) =0 &




[image: image191.png]T
X = =+ Tk,

cosx =0, 721_
& 1 & |x=—+427k,
sinx = — 4
V2 kY4

x=—-+2mk, ke Z.




 

[image: image192.png]



[image: image193.png]k=3 k=4 k=5 k

Il
o)

3.5t 451 551 6m  6,5% .
k=2
e e T e
X
17 451 67 é
k=1
X

15 4,51 4,758 61 6,757




 

б) При по​мо​щи чис​ло​вой пря​мой или три​го​но​мет​ри​че​ской окруж​но​сти (см. рис.) для каж​дой из за​да​ю​щих ре​ше​ния серий от​бе​рем корни урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image194.png]4.57; 67].




На​хо​дим три ре​ше​ния: [image: image195.png]4 5m:4,75m; 5,57




 

 

 

 

Ответ: а) [image: image196.png]{

2k : /S
4+7tkke }



б) [image: image197.png]4 51, 4,75m,5,57.




Источник: ЕГЭ 28.04.2014 по ма​те​ма​ти​ке. До​сроч​ная волна. Ва​ри​ант 1.

2. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image198.png]V2cos® x — V2cosx+ sin” x = 0.




б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image199.png]



Ре​ше​ние.
а) За​пи​шем ис​ход​ное урав​не​ние в виде:

 

[image: image200.png]



[image: image201.png]— V2cosxsinx —cosx =0 < cosx- (v2sinx+1) =0




 

Зна​чит, либо [image: image202.png]cosx =0,



от​ку​да [image: image203.png]x:ngnk,keZ,



либо [image: image204.png]sinx = —

[



от​ку​да [image: image205.png]x:—%+27rk,keZ,



или [image: image206.png]3
x:_T + 27k, k € Z.




б) С по​мо​щью чис​ло​вой окруж​но​сти отберём корни, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image207.png]—5m, —4m).



По​лу​чим числа [image: image208.png]



Ответ: a) [image: image209.png]T T kY3
= 197 19 7
2+7rk, + 27k, + 27k, k € 7Z;



б) [image: image210.png]



 

Источник: ЕГЭ по ма​те​ма​ти​ке 23.04.2013. До​сроч​ная волна. Ва​ри​ант 901.

3. а) Ре​ши​те урав​не​ние:

[image: image211.png]T .
COS (5 —|—2x> = \/Esmx




 

б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие про​ме​жут​ку [image: image212.png]—5m; —4m).




Ре​ше​ние.
Ис​поль​зуя фор​му​лу при​ве​де​ния [image: image213.png]T
COS (5 —|—2x> = —sin2x



и фор​му​лу си​ну​са двой​но​го угла [image: image214.png]SIN2x = 2SINXCOS X



, по​лу​ча​ем: 

[image: image215.png]T . . .
COS (5 —|—2x> = \/Esmx & —28INXCOSXx = \/Esmx &




 

[image: image216.png]X = Tk,

sinx = 0, 3
5 x:T—I—Zn'k, keZ,
COSX:—T

3
xz—Tn—I—Zn'k, keZ.




 

За​дан​ный про​ме​жу​ток имеет длину π, по​это​му ему при​над​ле​жит не боль​ше двух кор​ней из пер​вой серии, не боль​ше од​но​го корня из вто​рой серии и не боль​ше од​но​го корня из тре​тьей серии. Во вто​рой серии ре​ше​ний из от​рез​ка нет, из пер​вой и тре​тьей серии это числа [image: image217.png]197
—5m, —4m, ———.




Ответ: а) [image: image218.png]3
nk,iT” Y2k, k € Z:



б) [image: image219.png]



Источник: Типовые те​сто​вые задания по математике, под редакцией И. В. Ященко. 2015 г.

4. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image220.png]( 117:) )
2cos x—T - COSX = sIn.wx.




б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image221.png]or

[371'; 2




Ре​ше​ние.
а) По фор​му​ле при​ве​де​ния [image: image222.png]


по​это​му ис​ход​ное урав​не​ние пре​об​ра​зу​ет​ся к виду: 

[image: image223.png]sinx = 0, x = 7k,

—2sinx-cosx=sinx< sinx(1 4+ 2cosx) =0< &

1 21 keZ.
cosxz—z xzi?—l—Zn'k,




 

б) Дан​но​му усло​вию при​над​ле​жат корни [image: image224.png]3w, 4w, —.




Ответ: а) [image: image225.png]2n
nk, i? + 27k, k € Z;



б) [image: image226.png]3w, 4w, —.




Источник: Проб​ный эк​за​мен по ма​те​ма​ти​ке Кировского района Санкт-Петербурга, 2015. Ва​ри​ант 2.

5. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image227.png]2c052x—|—4\/§cosx—7 =0.




б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие про​ме​жут​ку [image: image228.png]




	6. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image229.png]2cos3x—coszx—|—2cosx— 1=0.




б) Ука​жи​те корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image230.png]



7. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image231.png]. T
4sin® x = 3cos (x— 5)




б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image232.png]



Ре​ше​ние.
Имеем:

 

[image: image233.png]8(1—cos”x) +2v3cosx+ 1 =0,




[image: image234.png]8cos”x —2v/3cosx—9 = 0.




[image: image235.png](4cosx —3v3)(2cosx+v3) = 0.




 

Либо [image: image236.png]S

COSX = —7,



[image: image237.png]5
= i% 427k,



либо [image: image238.png]cosx—3 > 1
== ,



что не​воз​мож​но.

б) На ука​зан​ном про​ме​жут​ке лежат точки [image: image239.png]



 

Ответ: а) [image: image240.png]S
Y= i% +27k:



б) [image: image241.png]



Источник: Материалы для экспертов ЕГЭ 2016

8. а) Ре​ши​те урав​не​ние:

[image: image242.png]2sin*x+3cos2x+1=0




 

б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image243.png]



Ре​ше​ние.
а) Вос​поль​зу​ем​ся фор​му​лой [image: image244.png].9 1 —cos2x
Sin” x = ———



Из неё сле​ду​ет, что [image: image245.png]1
sin x = Z(COSZZx—2c052x+ 1).



По​это​му урав​не​ние можно пре​об​ра​зо​вать так:

 

[image: image246.png]1 1
§c0322x—c052x+ 3 +3c082x+1 =0« cos?2x+4cos2x+3=0.




 

Сде​ла​ем за​ме​ну [image: image247.png][ = COS2xX.



По​лу​чим

 

[image: image248.png]) t=-—1, cos2x = —1.
" +4+3=0&

~
t=-3, cos2x = —3.




 

Урав​не​ние [image: image249.png]cos2x = —3



не имеет ре​ше​ний. Из урав​не​ния [image: image250.png]cos2x = —1



по​лу​ча​ем

[image: image251.png]



[image: image252.png]T
2x:n’—|—2n’n,n€Z(:>x=5+n’n, n € 7.




 

б) При по​мо​щи три​го​но​мет​ри​че​ской окруж​но​сти отберём корни, при​над​ле​жа​щие за​дан​но​му от​рез​ку.

 

 

По​лу​чим [image: image253.png]



 

Ответ: а) [image: image254.png]T
— 4 7tn, n € Z;
2+ n, n



б) [image: image255.png]



Источник: МИОО: Ди​а​гно​сти​че​ская ра​бо​та по ма​те​ма​ти​ке 12.12.2013 с решениями: ва​ри​ант МА10301 (Часть С).

9. Ре​ши​те урав​не​ние: [image: image256.png](2cosx+1)(vV—sinx—1) =0.




Ре​ше​ние.
[image: image257.png]


[image: image258.png]


Левая часть урав​не​ния имеет смысл при [image: image259.png]sinx < (0.




Если [image: image260.png]vV —sinx— 1 =0,



то [image: image261.png]sinx = —1.,



от​ку​да [image: image262.png]- —g+27rk,ke Z



Если [image: image263.png]vV —sinx — 1 # 0,



то 

 

[image: image264.png]2cosx+1 =0« cosx = ) &



[image: image265.png]2n
& x = i? + 27k, k € 7.




 

Так как [image: image266.png]sinx < 0.



числа [image: image267.png]2
xz?n—l—Zn'k, keZ



не яв​ля​ют​ся ре​ше​ни​я​ми урав​не​ния.

Ответ: [image: image268.png]2r T
—?+27rk,—5+27rk,kez




Источник: МИОО: Ди​а​гно​сти​че​ская ра​бо​та по ма​те​ма​ти​ке 09.12.2010 ва​ри​ант 2. (Часть С)

10. Ре​ши​те урав​не​ние: [image: image269.png](2sinx —1)(v/—cosx+1) =0.





	11. а) Ре​ши​те урав​не​ние:

[image: image270.png]4sin*2x+3cosdx— 1 =0




 

б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image271.png]



Ре​ше​ние.
а) Вос​поль​зу​ем​ся фор​му​лой [image: image272.png]


Из неё сле​ду​ет, что [image: image273.png]1
sin? 2x = Z(cosz4x— 2cosdx+1).



По​это​му урав​не​ние можно пре​об​ра​зо​вать так:

 

[image: image274.png]cos”4x — 2cosdx+1+3cosdx— 1 = 0; cos” 4x + cosdx = 0;




[image: image275.png]cosdx = —1



или [image: image276.png]cosdx = 0.




[image: image277.png]dx =mw+2nn.n € Z



или [image: image278.png]T
4x=5+7tn,n€Z;




[image: image279.png]


или [image: image280.png]



 

б) При по​мо​щи три​го​но​мет​ри​че​ской окруж​но​сти отберём корни, при​над​ле​жа​щие за​дан​но​му от​рез​ку.

[image: image281.png]



По​лу​чим: [image: image282.png]



 

Ответ: а) [image: image283.png]n T Ttn
; ,nEL;

25t

v



б) [image: image284.png]



Источник: МИОО: Ди​а​гно​сти​че​ская ра​бо​та по ма​те​ма​ти​ке 12.12.2013 с решениями: ва​ри​ант МА10302 (Часть С).

12. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image285.png]. T
COS2x = sin (x—i— 5) .




б) Най​ди​те корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​ще​го про​ме​жут​ку [image: image286.png]—21; —T).



 

Ре​ше​ние.
[image: image287.png]


а) Пре​об​ра​зу​ем урав​не​ние:

 

[image: image288.png]2cos?—1 = COSX; 2cos’x—cosx—1=0.




 

Зна​чит, либо [image: image289.png]cosx = 1,



от​ку​да [image: image290.png]x=2rnk ke,



либо [image: image291.png]cosx:—z,



от​ку​да [image: image292.png]2n
X = i? + 27k, k € 7.




б) Отберём с по​мо​щью еди​нич​ной окруж​но​сти корни урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие про​ме​жут​ку [image: image293.png]—2m;




 

Ответ: а) [image: image294.png]2
27k, i?” 4ok, k € 7



б) [image: image295.png]



Источник: МИОО: Тре​ни​ро​воч​ная ра​бо​та по ма​те​ма​ти​ке 24.01.2013 с решениями: ва​ри​ант 2 (Часть С).

13. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image296.png]3n
2v/3 cos? (7 —I—x) —sin2x = 0.




б) Ука​жи​те корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image297.png]



Ре​ше​ние.
а) Пре​об​ра​зу​ем ис​ход​ное урав​не​ние:

 

[image: image298.png]2+/3sin”x — 2sinxcosx = 0 < sinx(v/3sinx — cosx) = 0 <




 

[image: image299.png]



 

 

[image: image300.png]


б) С по​мо​щью чис​ло​вой окруж​но​сти отберём корни, при​над​ле​жа​щие от​рез​ку [image: image301.png]


По​лу​чим числа: [image: image302.png]2T;



[image: image303.png]


[image: image304.png]3.




 

Ответ: а) [image: image305.png]Tk,



[image: image306.png]%—I—n’k,keZ;



б) [image: image307.png]2T;



[image: image308.png]


[image: image309.png]3.




Источник: ЕГЭ по ма​те​ма​ти​ке 05.06.2014. Ос​нов​ная волна. Восток. Ва​ри​ант 1.

14. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image310.png]1. )
cos” x — 3 sin2x + cosx = sinx.




б) Най​ди​те все корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие про​ме​жут​ку [image: image311.png]



Ре​ше​ние.
[image: image312.png]


а) Пе​ре​несём все члены в левую часть, пре​об​ра​зу​ем и раз​ло​жим левую часть на мно​жи​те​ли:

 

[image: image313.png]cOS” X — Sinxcos x + cosx — sinx = 0 < cosx(cosx+ 1) —sinx(cosx+ 1) =0 <




[image: image314.png]< (cosx+ 1) (cosx —sinx) = 0.




 

1 слу​чай. Если [image: image315.png]cosx = —1.



то [image: image316.png]x=m+2rk, kecZ.




2 слу​чай. Если [image: image317.png]cosx # —1,



то [image: image318.png]cosx —sinx = 0.



При [image: image319.png]cosx =0



ре​ше​ний нет. Раз​де​лим обе части урав​не​ния на [image: image320.png]


По​лу​ча​ем [image: image321.png]]l —tgx=0<tgx = 1.




Тогда [image: image322.png]x=§+7rk, ke




От​рез​ку [image: image323.png]


при​над​ле​жат корни [image: image324.png]


и [image: image325.png]



 

Ответ: а) [image: image326.png]T+ 27k, ngnk, keZ:



б) [image: image327.png]


и [image: image328.png]



Источник: МИОО: Тре​ни​ро​воч​ная ра​бо​та по ма​те​ма​ти​ке 24.04.2012 ва​ри​ант 1. (Часть С)

15. а) Ре​ши​те урав​не​ние [image: image329.png]T
cos2x =1 —cos (5 —x> .




б) Ука​жи​те корни этого урав​не​ния, при​над​ле​жа​щие ин​тер​ва​лу [image: image330.png]






В 13 задании  требуется: во-первых, решить, то есть найти их все решения, во-вторых, осуществить отбор корней, принадлежащие тому или иному промежутку. Рассмотрим пример решения тригонометрического уравнения и отбор его корней различными способами. В зависимости от того какие даны ограничения на полученные корни следует использовать различные методы отбора корней, то есть нужно взять тот способ, который более наглядно покажет правильный результат. 
Рассмотрим три способа отбора корней:

- с помощью единичной окружности;

- с помощью неравенств; 

- с помощью графика.

На конкретном примере разберем эти способы. 
Пусть дано следующее задание:

а) Решите уравнение

[image: image332.png]cos2x +v2sin C+x) +1=0



.

б)Укажите корни этого уравнения, принадлежащие отрезку [image: image334.png]


.

Вначале решим данное уравнение:

[image: image336.png]cos2x +v2sin C+x) +1=0



.

Используя формулу двойного угла и формулы привидения, получим:
[image: image337.png]2cos?x —1++2cosx+1=





[image: image338.png]2cos?x +v2cosx =





[image: image339.png]cosx - (2cosx ++/2) = 0.




Отсюда, [image: image341.png]cos X



 или [image: image343.png]


. Решая каждое уравнение, получим:

[image: image345.png]X, =-+mn,ne€Z
.



; или [image: image347.png]X, = 2+ 2wk, k € Z, wiu X = — =+ 2mm,
” ”




[image: image349.png]me Z



.
б) Производить отбор корней можно с помощью единичной окружности (рис.1), но дети путаются, так как заданный промежуток может быть больше длины окружности и его при нанесении на окружность трудно изобразить:

[image: image350.png]



Рис.1

Получим числа: [image: image352.png]



Можно воспользоваться методом неравенств. Заметим, что если дан отрезок, то неравенство нестрогое, а если интервал, то неравенство строгое. Проверим каждый корень

[image: image354.png]—3n< +1m<—— nez



,
[image: image356.png]nez



,
[image: image358.png]


; [image: image360.png]nez



,
[image: image362.png]


; [image: image364.png]nez



.

С учетом того, что[image: image366.png]n € Z, noy4aem



  [image: image368.png]


-3,-2. Подставим n в формулу корней, получим корни [image: image370.png]


; x=[image: image372.png]



Аналогично найдем корни для [image: image374.png]X, =4 2mkuxy = —— + 2mm
" "



,
[image: image376.png]Br<Ziok<-T; kez
" 2



,
[image: image378.png]_Q, 3T
3n-<omk<-T-F
> . k€Z



,
[image: image380.png]ism

BT comk<-Tkez




,
[image: image382.png]—Bok<-2kez
o s



,
k – целых нет,

[image: image384.png]—3n<——+2mn<—— meZ



,
[image: image386.png]Br+Z<o2mm< -4+ ¥ mez
" PR



,
[image: image388.png]—Z<omm< -, mez
" "



,
[image: image390.png]


.
[image: image392.png]Orciofa, m



1, подставим в общий корень

[image: image393.png]LN S S P £
x=otem =T T




Получили точно такие же корни как с помощью единичной окружности.

Рассмотрим на этом же примере отбор корней уравнения с помощью графика (рис.2)

[image: image394.png][ e

s

Konuposare

TaBnua e TATOHOMETPveCKHX By

)

Anaus

Mlokas cnaifaos

trigonometricheskie_uravneniya_pos [Pexum cosmectumoctu] - Microsoft PowerPoint

Peuersuposarme

Ty—— 0oo. & =
| Buposars e ALLDTGC = 2 Kovryp durypet

S AL T gy = dropmaoums 3x runn

e a1 Gy
Pucosarite

34 Haifn

e 3auesms -





Рис.2
Также получаем три корня: [image: image396.png]



� EMBED Equation.3 ���
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