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Решение функциональных уравнений

В нижеследующей главе будут рассмотрены функциональные уравнения
f (x + у) = f (x) + f (y), f (x + у) = f (x) f (y),
f (xy) = f (x) + f (y), f (xy) = f (x) f (y),
для функций, заданных на множестве рациональных чисел Q.
Впервые эти уравнения были рассмотрены Огюстеном Луи Коши, который и дал их решения в непрерывных функциях. Далее сформулируем и докажем четыре теоремы.

Решение уравнений вида f(x+y)=f(x)+f(y) на Q

Теорема Если функция f(t), заданная для всех значений t Q удовлетворяет уравнению
f (x + у) = f (x) + f (y), (2.1)
тождественно относительно х и у, то она имеет вид f(t) = Ct. Где C — постоянное число.
Доказательство:
►Прежде всего, с помощью метода математической индукции легко обобщить соотношение (2.1) на случай любого числа (=n) слагаемых :

 (2.2)
Действительно, если допустить его верность для какого-либо числа (n ≥ 2) слагаемых , то оно окажется верным и для n + 1 слагаемых:
Полагая в (2.2) x=y=…=z, найдем:
f(nx)=n∙f(x) (2.3)
Заменив здесь n на , получим
 (2.4)
а затем, если подставить mx (m-натуральное) вместо х и использовать предыдущее равенство, придем к соотношению
 (2.5)
Положим теперь в основном уравнении (2.1) x=y=0; получим
f(0)=2f(0), так что f(0)=0. (2.6)
Если же взять y=-x, то, с учетом (3.7), найдем:
f(-x) = - f(x)
так что функция f(x) меняет знак при изменении знака x. А тогда из (2.3) и (2.5) легко вывести:
f(-nx)=-f(nx)= -n∙f(x) (2.7)
и, аналогично, вообще
 (2.8)
Полученные соотношения (2.3) – (2.8) могут быть объединены в равенстве f(rx)=r∙f(x) справедливом для любого вещественного значения x, каково бы ни было рациональное число r.
Если здесь взять х=1, и обозначить f(1)=C, то получим
f®=Cr. (2.9)
Теорема доказана. ▲ [4]

Таким образом, мы установили вид функции f , принадлежащей классу функций, заданных на Q (). При этом мы использовали только тот факт, что функция удовлетворяет условию (2.1).


